Serie numeriche: esercizi svolti

Gli esercizi contrassegnati con il simbolo * presentano un grado di difficoltad mag-

giore.

Esercizio 1. Dopo aver verificato la convergenza, calcolare la somma delle seguenti

a) n; CE] 1]
00 1 11

) nz::l n(n + 3) [18]
= 2n+1

°) 2:21 nQ(n:i_i— 1)2 1

d) nz:;log (1 —~ 2) [—log2]

Svolgimento

x
n
a) La serie E ———— ¢ a termini positivi. Poiche
) = (n+1)! P

n n 1 1
<n+1>!‘<n+1>n<n—1>!‘(n+1><n—1>!“’<)’ noe

1
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oo
ed essendo convergente la serie Z —, per il criterio del confronto asintotico la

n=1
serie data converge.

Calcoliamo la somma della serie. Osserviamo che
n _n+ 1-1 _ 1 1
(n+1)!  (n+1)!  nl (n+1)

Ne segue che la serie data e telescopica. La somma parziale n-esima della serie e

k n 1 1
::2:w+1ﬂ:;%(m_Kk+lﬂ>:

k=1
I TR TR nl (n+1)! (n+ 1)1

Ne segue che la somma della serie e

S:limSnzlim(l—(1>:1

n n n+1)!
> n
Pertanto si ha — =
;::1 (n+1)!
La serie ¢ a termini positivi. Poiche
Z n(n + 3) P
1 1 N
—_—~ — n — 400
n(n+3) n?’
(e}
ed essendo convergente la serie Z —5, per il criterio del confronto asintotico la
n=1

serie data converge.

Calcoliamo la somma della serie. Osserviamo che

1 A B  (A+B;n+34 {Azé
_ _ —

nn+3) n n+3  nn+3)

Quindi
1 (1 1)
nin+3) 3\n n+3/)’
Ne segue che la serie data non e telescopica. Nonostante cio & possibile calcolare

la somma della serie. Si ha che la somma parziale n-esima della serie &

k=1 k=1
:1<1_1+1_1 O ORI

3 4 2 5 3 6 4 7 n n+3
:1(1+1+1_ 1 >_1(11 1 )

3 2 3 n+3 3\6 n+3
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Ne segue che la somma della serie ¢

Szli;LnSnzliml(H—l) _ 1

n3\6 n+3 18"
> 1 11
Pertanto si ha —_ = .
Z nin+3) 18
n=1
> 2 1
La serie Z Zi 2 € a termini positivi. Poiche
2n+1 2 .
—_ ~ —, n — 400
n?(n+1)2 n?
oo
ed essendo convergente la serie Z e per il criterio del confronto asintotico la
n= 1

serie data converge.

Calcoliamo la somma della serie. Osserviamo che 2n + 1 = (n + 1)? — n?. Quindi

si ha che
2n +1 n+1)%-n* 1 1

n2(n+1)2  n2(n+1)2 02 (n+1)%

Ne segue che la serie data e telescopica. La somma parziale n-esima della serie

n 2k +1 n 1 1
Sn —ZW‘E(MW>‘
1 1 1 1 1 1

Ne segue che la somma della serie ¢

S =1limS, —lim(1—1> =1.
n n n )2

(n+1
. X In+1
Pertanto si ha ngl m =1.

1
La serie Z log (1 — ) ¢ a termini negativi. Consideriamo la serie

ni:; [—log (1— 7;[2)} .

E una serie a termini positivi. Poiche log (1 4+ 2) = x + o(z) per 2 — 0, si ha che

1 1 1 1
—log 1_ﬁ :ﬁ—i—o ﬁ Nﬁ’ n — 400
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oo
ed essendo convergente la serie Z —, per il criterio del confronto asintotico la

n=1
> 1
serie E [— log (1 — 2)} converge. Quindi per I'algebra delle serie, la serie data
n
n=2

converge.
Calcoliamo la somma della serie. Osserviamo che

n?—1 (n+1)(n—1) n+1 n

1
log(l—nz>—log 3 = log 2 = log - —logn_l.

Ne segue che la serie data e telescopica. La somma parziale n-esima della serie ¢

“ 1 “ k+1 k
Sp =Y log(1—=] =3 (log——— —1 =
,??;%( k?) Z<Og k ng—l)

k=2
3 4 3 1
:logf—logQ—i—logf—logf—i—---—l—logn_F — log -
2 3 2 n n—1
1
:—log2+logn+ .
n

Ne segue che la somma della serie &

n—+1

SzliranSnzli7{Ln<—log2+log >:—log2.

n

> 1
Pertanto si ha Z log <1 — 2> = —log 2.
n

n=2

(o ¢]
La serie Z 1 € a termini positivi. Poiche
n2 —
n=1

o
ed essendo convergente la serie Z —, per il criterio del confronto asintotico la

n=1
serie data converge.

Calcoliamo la somma della serie. Osserviamo che

I 1 A . _B _ (2A+2B)n+A-B
4n2—-1 (2n—-1@2n+1) 2n—1 2n+1 4n? —1
A=1
2
= -1

Quindi

1 _1( 1 1 >
n2—-1 2\2n—-1 2n+1)"°
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Ne segue che la serie data e telescopica. La somma parziale n-esima della serie e
“ 1 | 1 1
S p— pu— _ pu—
" Z41<;2—1 _2<2k—1 2k+1)

1
L L))
2 3 3 5 n—1 2n+1/) 2 n+1/"

Ne segue che la somma della serie ¢

S—thn:hml<1— 1 >:1.

n 2 2n+1 2
> 1 1
Pertanto si h =—.
ertanto si az4n2_1 5
n=1
> 1 1
La serie ( — > ¢ a termini positivi. Poiche
nz::l NENCES P
1 1 o vn+1l-yn 1 1 n
— _ ~ , M — +00
ViooVn+1 o nyn+d \/ﬁ\/n+1(\/n+1+\/ﬁ) 2
(e.0)
ed essendo convergente la serie Z —, per il criterio del confronto asintotico la
n=1 nz

serie data converge.

Calcoliamo la somma della serie. Osserviamo che la serie data ¢ telescopica. La

somma parziale n-esima della serie &

- 1 1
s -5 () -
kz::l Vi VE+1
1 1 1 1 1 1

V2 V2 V3 Vi Vnt1 Vn+l

Ne segue che la somma della serie e

S:hrILnS”:h%n<1_1>:1

s 1 1
Pertanto si ha Z ( — ) =1.
—\vn o Vn+1

La serie Z D+ )T 2) ¢ a termini positivi. Poiche

1 1
~ — n — 400
nn+1)(n+2) n¥
oo
ed essendo convergente la serie Z —5, per il criterio del confronto asintotico la
n=1

serie data converge.
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Calcoliamo la somma della serie. Osserviamo che

1 A B _ (A+B)n+24
nn+1)(n+2) n(n+1) + m+Dn+2) nn+1)(n+2)
Lo

B=-1.

Quindi

1 _1[ 1 1 }
nn+1)(n+2)  2nn+1) (n+1)(n+2)]

Ne segue che la serie data e telescopica. La somma parziale della serie e

g 3 1 _2”21{ 1 B 1 ]_
Tk ) (k+2) 2Lkl R+ D)(E+2)]
YT I U VO S -
202 6 6 12 nin+1) (m+1)(n+2)]
Lt L]
202 (n+D)n+2))
Ne segue che la somma della serie e
171 1 1
5 =lm5s 55“2{2 (n+1)(n+2)} 4
> 1 1

Pertanto si ha Z nnF 1)+ 2) = 1

n=1

Esercizio 2. Determinare il carattere delle seguenti serie:

1

o0
a) 7;::2 m [diverge positivamente]

[e.9]

1
b) Z (,)54” [converge]

n=1

[e.9]

1
c) Z ogén [converge]
n=1 N2

> n+1 - -
d) log 3 [diverge negativamente]
n=1

e) Z arctan — [diverge positivamente]

Vn+2—+vn—-2

n=2

[converge]
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S 1
q) log —
PR

© 1
h log ——
)nz::? 8

© 1

k)zw

n=1

[diverge negativamente]

[diverge negativamente]

[diverge positivamente]

[diverge positivamente]

[converge]

[indeterminata)

[converge]

[converge]

[converge]

[converge]

[diverge positivamente]

[converge]

[converge assolutamente]

[diverge positivamente]

[converge]

[converge]
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o0 nn

w) Zl o)l [converge]
n—=
> 4

x) Z ny/1+ 3 [diverge positivamente]
n=1

[diverge positivamente]

z) i (1 — sin 1) [converge]

Svolgimento
> 1
a) La serie m ¢ a termini positivi. Quindi o converge o diverge (positi-
n=2 &
vamente).

Poiche log (n + 1) = o(n + 1) per n — 400, si ha che

1 1
n—}—l_o(log(n—&—l))7 m e
oo
ed essendo la serie Z —— divergente, per il criterio del confronto asintotico
—n+ 1

anche la serie data e divergente.

o0
logn .. .
b) La serie E T ¢ a termini positivi. Quindi o converge o diverge (positiva-
n
n=1

mente).

Poiche logn = o(n) per n — 400, si ha che

logn (1)
T =0 , n — 400

n n3
o0
. 1 e . .
ed essendo la serie E —; convergente, per il criterio del confronto asintotico anche
n

n=1
la serie data ¢ convergente.

.= logn o . . .
¢) La serie E — ¢ a termini positivi. Quindi o converge o diverge (positiva-
n=1 n2
mente).

Poiche logn = o (n%) per n — 400, si ha che

logn <1>
3 =0o\— ), TL—>+OO

3 7
n2 ne
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oo
ed essendo la serie E — convergente, per il criterio del confronto asintotico anche
n=1M%

la serie data € convergente.

2 n2

o0
. n+1\ | . . : o
La serie g log < ) ¢ a termini negativi. Infatti, 25t < 1. Quindi o converge
n
n=1
o diverge (negativamente).

Osserviamo che

. n+1
lim log 5 = —00.
n n
Quindi non essendo verificata la condizione necessaria per la convergenza della

serie, ne segue che la serie data ¢ divergente.

(o]
La serie E arctan T ¢ a termini positivi. Quindi o converge o diverge (positi-
n
n=1

vamente).

Poiche arctanz = = + o(x) per x — 0, si ha che

1 1 1 1
arctan:+o() ~—, N — 400
vnoo/n V) pa

[o.¢]
ed essendo la serie E — divergente, per il criterio del confronto asintotico anche
n=1"M2

la serie data e divergente.

oo
. n+2—yn—2 .. . . .
La serie E v v & a termini positivi. Quindi o converge o diverge

n
n=2
(positivamente).
Si ha che
Vn+2—+yn—2 4
= ~ —, n — 400
n n(\/n+2+\/n—2) n2

o0

. 2 e . .

ed essendo la serie E — convergente, per il criterio del confronto asintotico anche
n=1M2

la serie data € convergente.

oo
. . .. . . 1 o
La serie ng_llog % € a termini negativi. Infatti log T log v/n. Quindi o

converge o diverge (negativamente).

Osserviamo che

li7rln log v/n = +00.

Quindi non essendo verificata la condizione necessaria per la convergenza della

serie, ne segue che la serie data e divergente.
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> 1
h) La serie Z log —— @ a termini negativi. Infatti log -~ = —log v'n3. Quindi o
\/n3 Vn3
n=2 n
converge o diverge (negativamente).
Osserviamo che
limlog Vn3 = +oo.
n
Quindi non essendo verificata la condizione necessaria per la convergenza della
serie, ne segue che la serie data ¢ divergente.
oo
k) La serie Z Jlogn ¢ a termini positivi. Quindi o converge o diverge (positiva-
n=1

mente).

Osserviamo che

Va,b > 0, alosb — ploga,
Infatti, poiche se N > 0 si ha che N = el°¢ " allora se a,b > 0 si ha che

alogb _ elog (alogb) _ elogbloga _ elog (blog“) — bloga'

Pertanto si ha che

=1 =1
Z 9logn Z nlog2”

Poiche log2 < 1, ne segue che la serie data ¢ divergente.

La serie Z \f 1 3 ¢ a termini positivi. Quindi o converge o diverge (positi-
ogn
Vamente).

Poiche logn = o (y/n) per n — 400, si ha che

Vn logn® = 3y/n logn = o(n), n — +oo.

Quindi si ha che

1 1
—=0|——= n — 400
n (\/ﬁ log n3) ’
<1
ed essendo la serie Z — divergente, per il criterio del confronto asintotico anche
n
n=2

la serie data e divergente.

o
La serie Z Slog (D) ¢ a termini positivi. Quindi o converge o diverge (positiva-
=1

mente).
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Poiche n! > n? per ogni n > 4, si ha che per ogni n > 4

1 < 1 _ 1 _ 1
olog (n!) — 9log(n?) =~ 92logn ~ glogn®

Osserviamo che

Ya,b > 0, alo8b = plosa,
Infatti, poiche se N > 0 si ha che N = el°8 ¥ allora se a,b > 0 si ha che

log b log a
alogb _ elog (a ) _ elogbloga _ elog (b ) _ bloga.

Pertanto si ha che

<1 &1
Z flogn — Z nlog4’
n=1 n=1

Poiche log4 > 1, ne segue che questa serie converge e per il criterio del confronto
la serie data € convergente.

oo
[) La serie Z 32" cos™ (nr) ¢ a termini di segno alterno. Infatti, essendo cos (n7) =

n=1

(—1)", si ha che

Z 3% cos™ (nm) = Z(—l)” 9" = Z(—9)”.
n=1 n=1 n=1

Ne segue che la serie data ¢ una serie geometrica con ragione —9 < —1. Quindi ¢

indeterminata.

¢ a termini positivi. Quindi o converge o diverge (positiva-

n?2 n
lim ¢ 37:111113—:0<1.
n (nh)m n nl

Quindi per il criterio della radice la serie data converge.

00 3n2
m) La serie 2_: g
n=1
mente).

Si ha che

oo 43
n) La serie E o &2 termini positivi. Quindi o converge o diverge (positivamente).
n=1

I pas VA3 1
lim {/— =lim =—-<1.
n 6™ n 6 6

Quindi per il criterio della radice la serie data converge.

Si ha che
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oo
o) La serie Z —4~ ©¢atermini positivi. Quindi o converge o diverge (positivamente).
n=1 (Sn)
Posto
1 (3n)!n!
Qa. = —— = —
TGy )
si ha che
ans1 _ Br+DH e+ (@dn)  Bn+3)!(n+1)!  (4n)!
an [4(n+ D) (3n)!n! (4n + 4)! (3n)!n!
(B +3)Bn+2)(3n+1) (3n)! (n+ 1) n! (4n)!
(4n +4)(4n +3)(4n +2)(4n+ 1) (4n)!  (3n)!n!
_ Bn+3)Bn+2)Bn+1)(n+1)
 (An+4)(4n+3)(4n+2)(4n +1)°
Ne segue che
2 1 1 2
lim 224, — jim (Bn+3)Bn+2)3n+ (n+1) = 27 <1.
nooap n (dn+4)(4An+3)(4n+2)(4n+1) 256
Quindi per il criterio del rapporto la serie data converge.
o0
p) La serie Z VTG ¢ a termini positivi. Quindi o converge o diverge (positiva-
n=1 ( 3n )
mente).
Si ha che
2 4(3n) 4 (3n)! B 4
Gty Bn+2)! T Bn+2)Bn+1)Bn)! Bn+2)Bn+1)
Poiche
4 4
~— n — 400

(Bn+2)(3n+1) 9In?’
o0
ed essendo la serie Z — convergente, per il criterio del confronto asintotico anche
n
n=1
la serie data € convergente.

o0
1
La serie ¢ a termini positivi. Quindi o converge o diverge (positiva-
n§::2 Vloan p Q g ge (p
mente).

Poiche {/logn < logn, si ha che per ognin > 1

1 1
>
Vlogn ~ logn

o
ed essendo (vedi Eserczio 2 a)) la serie Z Toa divergente, per il criterio del

n=2
confronto anche la serie data ¢ divergente.
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r)

w)

1 n
La serie Z ( > ¢ a termini positivi. Quindi o converge o diverge (positi-
— \n+2
vamente).
Si ha che

. 1 " . 1
lim { = lim =0<1.
n n-+2 n n-+2

Quindi per il criterio della radice la serie data converge.

sin ( 4n N . ..
La serie Z ) ¢ a termini di segno variabile.
n(n

Studlamo 1nlz1almente la convergenza assoluta, cioe la convergenza della serie
i | sin (4n3)|
n(n+1) "

n=1

Essendo |sin (4n3)| < 1, si ha che per ogni n > 1

| sin (4n3)| 1
n(n+1) = n(n+1)

oo
n% per n — +o0o ed essendo convergente la serie Z —5, per il

n=1

Poiche m ~

[e.9]

criterio del confronto asintotico anche la serie Z _—
—nn+1)

sin (4n
criterio del confronto anche la serie Z M
= n(n+1)
data converge assolutamente e di conseguenza converge.

converge. Quindi per il

converge. Ne segue che la serie

oo
1 /n+2
La serie Z — ( + > ¢ a termini positivi. Quindi o converge o diverge
=" n

(positivamente).

Si ha che

2 1 2\" 1 2\" 2
lim { (n+ ) :lim(n+ ) zlim<1+) 26—>1.
n 5” n n j n n 5 n 5)

Quindi per il criterio della radice la serie data diverge.

2

[o.¢] n
n—2
La serie E 3" ( ) ¢ a termini positivi. Quindi o converge o diverge (po-
n

n=2
sitivamente).

Si ha che

" n n n n n e

Quindi per il criterio della radice la serie data converge.
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v)

> 1

La serie Z —Toan ¢ a termini positivi. Quindi o converge o diverge (positi-
n—e (logn)
vamente).
Osserviamo che per ogni a > 0 si ha che n® = o (logn)'°8™, per n — +o0. Infatti,
ne e logn
n (logn)°™ 7 (logn)°®"
posto t = logn,
: et : e\’ : tlog &= : t(a—logt)
= lim — = lim (— ) = lim ¢ % = lim e &t = (.
t—too t—+4o00 t—4-o00 t—4-00
Ne segue che per ogni a > 0
o) o
— =0 — n — +o00.
(log n)logn ne )’
o0

Considerando o > 1, essendo la serie E — convergente, per il criterio del con-
n=1 n
fronto asintotico anche la serie data ¢ convergente.

La serie E n)! ¢ a termini positivi. Quindi o converge o diverge (positiva-
n)!
n=1

mente).

Posto a,, = (2”—:)!, si ha che

ant1  (n+ DO @) (4 1)"(n+1) (2n)!

an 2+ D] nwr (2n+2)! nn

_ (4D n+1)  (2n)! (n—i—l)”. n+1
(20 +2)2n+1)(2n)!  an (2n+2)(2n+1)
Ne segue che

1\" 1
liman+1zlim<n+ ) : n —0<1.

n

Quindi per il criterio del rapporto la serie data converge.

oo
/ 4
La serie E ny/1+4+ — ¢ a termini positivi. Quindi o converge o diverge (positi-
n
n=1

vamente).
Osserviamo che
/ 4
limny/1+ — = +o0.
n n

Quindi non essendo verificata la condizione necessaria per la convergenza della

serie, ne segue che la serie data e divergente.
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Y)

o0 n+l
La serie E Tm ea termini positivi. Quindi o converge o diverge (positi-

vamente).

Osserviamo che

1 1 1
) n+; . nn+; . n;
n 1 n n 1 n 1
(nea)” ()" ()
Quindi non essendo verificata la condizione necessaria per la convergenza della

serie, ne segue che la serie data ¢ divergente.

[e.e]
1 1
La serie Z < — sin ) ¢ a termini positivi. Quindi o converge o diverge (posi-
n
n=1
tivamente).

Poiche

1
sinx:x—6x3+0(x3), x— 0,

1 o1 1 {1 1 n (1)] 1 n (1) 1 n
S~ —sin—=-—-|-———+4o|l=]||l="S40(—= |~ — n — 400
n n n n  6n3 n3 6n3 n3 6n3’

o
. 1 . . .
ed essendo la serie E —; convergente, per il criterio del confronto asintotico anche
n=1 n
la serie data € convergente.

Esercizio 3. Stabilire se convergono, convergono assolutamente o non convergono le

seguenti serie:

o
1
Z (=" o (1) [converge ma non assolutamente]
— og(n
n=2
> logn
Z (—1)"— [converge assolutamente]
n
n=1
> logn
Z (-)"— [converge assolutamente]
n=1 n2
> 1
Z (=1)"log (n —; ) [non converge]
n
n=1
> 1
Z (—1)" arctan N [converge ma non assolutamente]
n
n=1
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f)

9)

oo . i
;(—1) log 7

i(—l)”ni“
— n?+1
i cos (n+1)w

3
— vn+logn

;(_1)n(2n+ 1)2

o0 " 1
ngl(_ ) log (n +1) —logn
Z(—l)”tanﬁ

n=1

[e's) 3n2

nz::l () cosnm

00 43
;(*1)"67

= (1)

n; )

% 23

nz::l (=2)"

z_:l [2 arctan (n + 1) — 71} cos [(n + 1)
. (nP+n+1
;sm (n 1 77)

> logn

nzz:lcos (mr)n+ 1

= (-

,LZQ n+(=1)"

e 1 (—1)n
25+ 5)
S (o= + 58

[non converge]

[converge ma non assolutamente]

[converge ma non assolutamente]

[converge ma non assolutamente]

[non converge]

[converge ma non assolutamente]

[converge assolutamente]

[converge asssolutamente]

[converge asssolutamente]

[converge asssolutamente]

[converge ma non assolutamente]

[converge ma non assolutamente]

[converge ma non assolutamente]

[converge ma non assolutamente]

[converge ma non assolutamente]

[non converge]
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0 L se n & pari,
*0) Y (1), by = 7;2 [non converge]
n—1 ~  sen ¢ dispari
Svolgimento
) La serie Z # e a termini di segno alterno
log n+1) & '

Studlamo 1n1z1almente la convergenza assoluta, cioe la convergenza della serie
[e.9]
1

nz:;log(rm—l)'

non converge assolutamente.

Per I'Esercizio 2 a) questa serie diverge. Quindi la serie data

Studiamo ora la convergenza. Posto b, = m, si ha che:
1) limb,, = li !
im by, = lim 7———— ;
" n log (n + ) ’
2) la successione (b,,) ¢ decrescente. Infatti,
1 1
log(n+1)<log(n+2) = byy1= < = by.

log(n+2) log(n+1)

Quindi per il criterio di Leibiniz la serie data converge.

nlogn
b) La serie Z g € a termini di segno alterno.

Studlamo 1nlzlalmente la convergenza assoluta, cioe la convergenza della serie

logn
Z g4 . Per I’Esercizio 2 b) questa serie converge. Quindi la serie data con-

n=1
verge assolutamente e di conseguenza converge.

log n

e a termini di segno alterno.

(0.9}
¢) La serie Z(—
=1

Studiamo inizialmente la convergenza assoluta, cioe la convergenza della serie
o

logn
E ~—. Per I'Esercizio 2 ¢) questa serie converge. Quindi la serie data con-
n=1 N2
verge assolutamente e di conseguenza converge.

’]’LZ

> 1
d) La serie Z(—l)” log (n+2 > ¢ a termini di segno alterno.
— n

Studiamo inizialmente la convergenza assoluta, cioe la convergenza della serie

> [ ()] =2 s ("

n=1
Quindi la serie data non converge assolutamente.

) . Per 'Esercizio 2 d) questa serie diverge.

Studiamo ora la convergenza. Osserviamo che

lirrln(—l)” log (n; 1) A.
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Quindi non essendo verificata la condizione necessaria per la convergenza della

serie, ne segue che la serie data non converge.

1
La serie Z(—l)” arctan — € a termini di segno alterno.

NLD

Studiamo inizialmente la convergenza assoluta, cioe la convergenza della serie

1
Z arctan 7 Per I'Esercizio 2 e) questa serie diverge. Quindi la serie data
n

non converge assolutamente.

Studiamo ora la convergenza. Posto b, = arctan si ha che:

f?

. . 1
1) h};n by, = hrrln arctan N 0;

2) la successione (b,) ¢ decrescente. Infatti

1 1 1
—  bpy1 = arctan ——= < arctan — = b,,.

1
Jntl Vn Vil NG

Quindi per il criterio di Leibiniz la serie data converge.

1
La serie Z )" log — ¢ a termini di segno alterno.

Vn
Studlamo 1n1z1almente la convergenza assoluta, cioe la convergenza della serie

o0
Z ( log — ) Z log . Per I’Esercizio 2 g) questa serie diverge. Quindi

n=1
la serie data non converge assolutamente.
Studiamo ora la convergenza. Osserviamo che
lim(—1)" log —
im(— og —
n \/ﬁ

Quindi non essendo verificata la condizione necessaria per la convergenza della

serie, ne segue che la serie data non converge.

La serie Z 2 n 1 e a termini di segno alterno.
n

Studlamo 1n1z1a1mente la convergenza assoluta, cioe la convergenza della serie
o0

n+1 - . . e s
E ———. E una serie a termini positivi. Poiche

—n?+l
n+1 1
Wl T T
<1
ed essendo la serie Z - divergente, per il criterio del confronto asintotico anche
n=1

. n+1 .. - .
la serie Z 1l diverge. Quindi la serie data non converge assolutamente.
n

n+1

e ha che:

Studiamo ora la convergenza. Posto b, =
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n+1
n? +1
2) la successione (b,) & decrescente. Infatti, se consideriamo la funzione f asso-

1) hm by, = hm =0;

z+1
x2+1

ciata alla successione (by,), f(z) = ristretta all’intervallo [1, 4+00), si ha

che f & derivabile con
@) = —x?—22+1
o (22 +1)2

Poiche per ogni z € [1,400) siha f'(z) < 0, allora f & decrescente su [1, +00).

Ne segue che la successione (by,) ¢ decrescente.
Quindi per il criterio di Leibiniz la serie data converge.

. cos(n+ 1)m | s .
La serie Z cos(n+ Lr ¢ a termini di segno alterno. Infatti, essendo cos (n + 1)m =
=y
= /n+logn®
Studiamo inizialmente la convergenza assoluta, cioe la convergenza della serie

E una serie a termini positivi. Poiche logn® = o(y/n) per

Z f—klogrﬁ

n—>+oos1hache
S N
\/ﬁ—klogn?’_\/ﬁ—{—o(\/ﬁ) vn’

n — 400

ed essendo la serie Z \F divergente, per il criterio del confronto asintotico anche

la serie diverge. Quindi la serie data non converge assolutamente.
ZJ#b verge. Q verg;
Studiamo ora la convergenza. Posto b, =Tn —Hog == U +élogn, si ha che:
1
1) limb, = lim ————
) n n \/n+3 logn

2) la successione (by,) € decrescente. Infatti, /n+3logn < v/n+ 1+3log(n+ 1)
implica

b1 = ! S

n+1_\/n+1+3log(n+l) vn+3logn

Quindi per il criterio di Leibiniz la serie data converge.

) La serie Z m e a termini di segno alterno.
n

Studlamo 1n1z1alrnente la convergenza assoluta, cioe la convergenza della serie
oo

n ¥ 3 . e e e . N
Z m E una serie a termini positivi. Poiche
n

n=1

n 1 n
—_— ~ — n — +00
(2n+1)2  4n’
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o0
1
ed essendo la serie Z ym divergente, per il criterio del confronto asintotico anche
n

n=1
)

n
la serie Z —— diverge. Quindi la serie data non converge assolutamente.
— (2n+1)?

Studiamo ora la convergenza. Posto b, = 0 si ha che:

__n___
2n+1)2°

1) limb, = lim =0;
n

n
n (2n+1)2
2) la successione (b,) ¢ decrescente. Infatti, se consideriamo la funzione f asso-

ciata alla successione (b,), f(z) = o H)Q ristretta all’intervallo [1,+00), si
ha che f e derivabile con
1—2zx
/ J—
P& = ez e
Poiche per ogni z € [1,400) si ha f'(z) < 0, allora f & decrescente su [1, +00).

Ne segue che la successione (b,,) ¢ decrescente.

Quindi per il criterio di Leibiniz la serie data converge.

1
) La serie € a termini di segno alterno.
Z log n+1) —logn &
Studlamo 1mzla1mente la convergenza assoluta, cioe la convergenza della serie
oo
1
Z = . Osserviamo che
+1
“log(n+1)—logn ‘= log™=
li L
o =t

Quindi non essendo verificata la condizione necessaria per la convergenza della
serie, ne segue che questa serie diverge. Quindi la serie data non converge assolu-

tamente.

Studiamo ora la convergenza. Per quanto appena osservato, anche la serie di

partenza non verifica la condizione necessaria per la convergenza della serie. Infatti,
1

VT AE
117Izn( 1) Iog nTH A.
Ne segue che la serie data non converge.
1
La serie Z tan — € a termini di segno alterno.

Studlamo 1nlzlalmente la convergenza assoluta, cioe la convergenza della serie
o0

Z tan —. E una serie a termini positivi. Poiche tanz = z + o(x) per z — 0,
n.:l n
si ha che

1 1 (1) 1
tan—=—4o(—| ~ —, n — 400
n
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o0
1
ed essendo la serie Z — divergente, per il criterio del confronto asintotico anche
n

n=1
[eS)

. . o .
la serie E tan — diverge. Quindi la serie data non converge assolutamente.
n

n=1

Studiamo ora la convergenza. Posto b, = tan %, si ha che:

1
1) limb,, = limtan — = 0;
n n n

2) la successione (b,,) ¢ decrescente. Infatti, essendo 0 < % < 5 per ognin > 1,

si ha che

1
< tan —.
n —+ n

n<n+1l =— tan

Quindi per il criterio di Leibiniz la serie data converge.

[e'S) 3n2
La serie E () cosnm € a termini di segno alterno. Infatti, essendo cosnm =
n!
n=1

o0 3n2
(—1)", la serie ¢ » (—1)" .
nZ=:1 (nhn

Studiamo inizialmente la convergenza assoluta, cioe la convergenza della serie
00 n2

n
nzzl (n!)
assolutamente e di conseguenza converge.

. Per I’Esercizio 2 m) questa serie converge. Quindi la serie data converge

’I’L43

o0
La serie Z(—l)”(j—n ¢ a termini di segno alterno.
n=1

Studiamo inizialmente la convergenza assoluta, cioe la convergenza della serie
0o 43

E e Per I'Esercizio 2 n) questa serie converge. Quindi la serie data converge
n=1

assolutamente e di conseguenza converge.

0 _1\n
La serie Z % ¢ a termini di segno alterno.
n=1 ( 3n )

Studiamo inizialmente la convergenza assoluta, cioe la convergenza della serie
[ee]

) .. . - .
g W Per 'Esercizio 2 p) questa serie converge. Quindi la serie data converge
n=1 3n
assolutamente e di conseguenza converge.

00 23
La serie E — ¢ a termini di segno alterno. Infatti, si puo scrivere come
n=1 (_2)
00 23
n
> ()" o
271
n=1

Studiamo inizialmente la convergenza assoluta, cioe la convergenza della serie
oo 23
n

o

n=1
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E una serie a termini positivi. Si ha che
23 /23
lim {2 = lim == <1
n n n 2
23
Quindi per il criterio della radice la serie Z o converge. Ne segue che la serie
n=1
data converge assolutamente e di conseguenza converge.
[ee]
p) La serie Z {2 arctan (n + 1) — 71'] cos[(n+ 1)7] ¢ a termini di segno alterno. In-
n=1
fatti, essendo cos (n + 1)7 = (—1)"*1, la serie &
o0 [e.e]
z:(—l)"Jrl {2 arctan (n + 1) — ﬂ'} = Z(—l)” [7‘(‘ — 2arctan (n + 1)]
n=1 n=1
Studiamo inizialmente la convergenza assoluta, cioe la convergenza della serie
(o9}
Z [7r — 2arctan (n + 1)} Si ha che
n=1
tan (n+ 1) = ~ — arct
arctan (n = — — arctan
2 n+1
Poiche arctanxz = x 4 o(x) per x — 0, ne segue che
1 2 1 2
m—2arctan (n + 1) = 2arctan = —i—o( ) ~ , n — +00.
n+l n+1 n+1 n+1
o
Essendo la serie Z — divergente, per il criterio del confronto asintotico anche
—n
~ n=1
la serie Z [7[‘ — 2arctan (n + 1)} e divergente. Quindi la serie data non converge
n=1
assolutamente.
Studiamo ora la convergenza. Posto b, = m — 2arctan (n + 1) = 2arctan %H’ si
ha che:
1) limb,, = lim 2 arct ! 0
im b, = lim 2 arctan =0;
not n+1 ’
2) la successione (b,) ¢ decrescente. Infatti,
1
< 1 = = 2arcta < 2arcta = by.
n<n-+ n-+1 r nn+ T nn+1 n
Quindi per il criterio di Leibiniz la serie data converge.
> n?+n+1
q) La serie Z sin <+_~_1+7r & a termini di segno alterno. Infatti,
n
n=1

2 1
sin ww = sin (mr + 7r> = cos (nm) sin (W> = (—1)"sin .
n+1 n+1 n+1 n+1
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o0
Quindi la serie ¢ Z(—l)" sin

n=1

n+1

Studiamo inizialmente la convergenza assoluta, cioé la convergenza della serie

e ¢}
E sin . E una serie a termini positivi. Poiche sinx = x + o(z) per z — 0, si
n=1

— n+1
ha che
. T T ( 1 ) T
sin = +o0 ~ ’ n — +00
n+1 n+1 n+1 n+1

A

ed essendo la serie Z w1 divergente, per il criterio del confronto asintotico an-
n
n=1

o0
che la serie E sin diverge. Quindi la serie data non converge assolutamente.
n=1

Studiamo ora la convergenza. Posto by, = sin 7, si ha che:
1) limb, = limsin —— = 0;
im by = limsin --—— = 0;
2) la successione (b,) ¢ decrescente. Infatti, essendo 0 < %5 < § per ogni
n > 1, si ha che
. .m
n<n+1l = sin < sin .
n+2 n+1

Quindi per il criterio di Leibiniz la serie data converge.

oo
1
La serie Z cos (n) OiTi ¢ a termini di segno alterno. Infatti, essendo cos (nr) =
— n
" > logn
—1)", la serie e 1" .
(-1) >

Studiamo inizialmente la convergenza assoluta, cioe la convergenza della serie
oo

logn
E . E una serie a termini positivi. Poiche

—ntl
1 < logn )
=0 y n — +oo
n+1 n+1
oo
ed essendo la serie Z —— divergente, per il criterio del confronto asintotico
—nt 1

oo

logn

anche la serie E % diverge. Quindi la serie data non converge assolutamente.
n

n=1

logn
n+17

Studiamo ora la convergenza. Posto b,, = si ha che:

logn
n+1

1) li?;Lnbn = ligbn =0;
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2) la successione (by,) & decrescente. Infatti, se consideriamo la funzione f asso-

ciata alla successione (by,), f(z) = l;ﬁf ristretta all’intervallo [1,400), si ha
che f e derivabile con
z+l _Jog g
f/ (:1;) — 172
(x+1)

Poiche

) z+1
lim —logx | = —o0,

r——400 x€x
esiste N € N tale che per ogni « > N si ha f/(z) < 0. Quindi f & decrescente

su [N, +00). Ne segue che la successione (by,) ¢ decrescente per ogni n > N.

Quindi per il criterio di Leibiniz la serie data converge.

[eS) _1)n
*s) La serie Z (7)71 ¢ a termini di segno alterno.
—n+(—1)

Studiamo inizialmente la convergenza assoluta, cioe la convergenza della serie

[e.9]

n=2

1

Z m Sl ha che

~ = n — 400
n

o0

ed essendo la serie Z — divergente, per il criterio del confronto asintotico anche

n=2

oo
1
la serie E — — diverge. Quindi la serie data non converge assolutamente.
n=2 n+ (_1)11

Studiamo ora la convergenza. Posto b, = ﬁ, si ha che:
1) limb, = 1li _ 0;
) 1%11 n — 171;1171,—{—(—1)” =Y

2) la successione (b,,) non e decrescente. Infatti,

1 1 1 1

41+ (-2~ 2n 7 2m 41 2m+ (—1)2m "

bopt1 =

Quindi non si puo applicare il criterio di Leibiniz. Per stabilire se la serie data

converge, osserviamo che

e PR S Ul Gt
oy i sl G Ay s Tl G ey i ey g
=t L

Allora la serie data diventa

i ni—(l_)z)n - i <(_1)nn2n_ 1 nzl_ 1) '

n=2 n=2
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*t)

(e e]
. n
La serie 7}_2(—1)”n2 T

n

alterno che non converge assolutamente, essendo 5 ~ % per n — 400, ma

e convergente. Infatti, ¢ una serie a termini di segno

converge per il criterio di Leibiniz, essendo 5 — 0 per n — +00 e la successione

a, = —— decrescente (si osservi che la funzione associata f(x) = —*= ha derivata
n<—1 z4—1
1

oo
fl(x) = —(;22%11)2 < 0 su [2,+00)). Inoltre la serie Z 1 ¢ convergente,
n=2

essendo ﬁ ~ # per n — +oo. Poiche il termine generale della serie data e
differenza del termine generale di due serie convergenti, per ’algebra delle serie ne

segue che la serie data converge e possiamo scrivere

< (- & om > 1
B D LGl er s e Dies e ¥

- 1 ="
La serie Z (=" =+ ¢ a termini di segno alterno.
= n n?

Studiamo inizialmente la convergenza assoluta, cioe¢ la convergenza della serie

i <1 + (_7112)71) Si ha che

n=1 n

1 (=™ 1
— + 73—~ n — 400
n n n
o0
ed essendo la serie Z — divergente, per il criterio del confronto asintotico anche la
n=1

oo
1 -1"
serie E < + ( 2) ) diverge. Quindi la serie data non converge assolutamente.
n n
n=1

Studiamo ora la convergenza. Osserviamo che

S (e S)-E (5 2)

n=1
Le serie Z ———e Z —5 convergono entrambe. Quindi per l'algebra delle serie,
n=1 n n=1

anche la serie data converge.

Osservazione

a) In questo caso non si puo applicare il criterio di Leibiniz. Infatti, posto

b, =+ + (_nlz)n, si ha che:

n

1 -n"
1) limb, = lim (—i—( 2) ) =0;
n n n n
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*U)

2) la successione (b,,) non ¢ decrescente. Infatti,

) —1+<_1)2n—1+ 1 2n+1
Ton (202 20 (2n)2 0 (2n)2
1 (—1)2nt+l 1 1 2n
b2n+1 = + ) == - P = 29
2n+1 (2n+1)2 2n+1 (2n+1)2 (2n+1)
b _ 2n+3
22T (op 4+ 2)2

Ne segue che bap+1 < bap, ma bapyo > bopyi.

b) Abbiamo osservato che b, ~ % per n — +o0o. Di conseguenza si ha che

_1)yn N > (=1
(=1)"by, ~ % per n — +oo. E errato dire che poiche la serie Z g
n
n=1
e convergente, allora per il criterio del confronto asintotico anche la serie
o]

Z (—1)"b,, & convergente. Infatti, il criterio del confronto asintotico si applica
n=1
solo alle serie a termini positivi.

La seri i( 1)"(1 +(_1)n>‘ termini di 1t
a Serie — — € a termini di segno alterno.
= NGO n

Studiamo inizialmente la convergenza assoluta, cioe la convergenza della serie

i (\/1% + (_i)n> Si ha che

n=1

~ — n — +0oo
n

o
1
ed essendo la serie Z —— divergente, per il criterio del confronto asintotico anche
n

n=1 \F

> 1 "
la serie Z ( + (=1) ) diverge. Quindi la serie data non converge assoluta-
n
n=1

Vn

mente.
Studiamo ora la convergenza. Osserviamo che

Sor (e )£ ()

n=1

La serie Z (=1 converge, mentre la serie Z — diverge. Quindi per ’algebra
n=1 \/ﬁ n=1

delle serie,_la serie data diverge.

Osservazione

a) In questo caso non si puo applicare il criterio di Leibiniz. Infatti, posto

b, = ﬁ + (an, si ha che:
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1) limb, = lim (;ﬁ + (_i) ) = 0;

2) la successione (by,) non & decrescente. Infatti,

1 (—1)%" 1 1 V2n+1
bay = + = too =0
vV2n 2n Von  2n 2n

1 (—1)2n+t 1 1 V2n+1-—1

b pr— pr— —_— pr—
n+l \/2n+1+ o+ 1 Voan+1 2n+1 m+1
Van+2+1
b2n+2:72n+2 .

Ne segue che bay11 < ba, ma bopyo > bopy1.

b) Abbiamo osservato che b, ~ ﬁ per n — +o0o. Di conseguenza si ha che

X 1\n
(=1)"b, ~ % per n — +oo. La serie Z( ) converge, mentre la

n=1 \/ﬁ
oo
serie Z(—l)”bn non converge. Cio e in accordo col fatto che il criterio del
n=1

confronto asintotico si applica solo alle serie a termini positivi.

0 =5 sen e pari,
*v) La serie Z(—l)"bn, dove b, = { 711 ¢ a termini di segno alterno.
n=1 n

—  sen e dispari

Studiamo la convergenza. Per stabilire se la serie data converge, consideriamo la

somma parziale n-esima della serie
n
Sn=>_(=1)Fby.
k=1

Studiamo la convergenza della successione (S,,). Osserviamo che

am 11 1 1 1
Som=> (-Dfbppy=—-14+-—- 4= +... - =
am k;( ) b LS R T om—1 " (2m)?

— (Vg )+ (G )
B 3 2m — 1 4 16 (2m)2/)

au 1 o1
= — + )
kz::l2k—1 ];(%:)2

o0

Poiche la serie ——— diverge, allora la successione
kz::l ok —1 8
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1
(2’

oo
diverge a —o0o; poiche la serie E converge, allora la successione
k=1

m 1
S//m —
2 ;; (2k)2

converge. Ne segue che la successione So,, = S, + S4, . diverge a —co. Inoltre, si

ha che
1

S =S, — ——.
2m+1 2m om + 1

Quindi anche

lim 52m+1 = —0OQ.
m

Poiche la successione (Sy,) €

n

Som se n = 2m,
Som+1  sen =2m+1,
si ha che

liTILn Sp, = —o0.

Quindi la serie data diverge.
Osservazione

a) In questo caso non si puo applicare il criterio di Leibiniz. Infatti, si ha che:
1) limb, = 0;
n
2) la successione (b,,) non ¢ decrescente. Infatti,

1 S 1
2n+1 " (2n)?

bopt1 = = bap.

b) Anche se

1 se n ¢ pari,
by =

S 3

se n e dispari,

¢ errato dire che

> 1 =1
. z_:l(—l)nﬁ se n € pari, z_:l 2n)? = converge,
ST -
=1 i(—l)”l se n & dispari i ! — diverge
n P — 2n+1 8

n=1

e concludere di conseguenza 