Esercizi di Analisi Matematica 1
Corso Prof. Pandolfi

Esercizi—1

1. calcolare (3%)%,  (3%)73,  (3%)72, logy, (10%-10%), 108103 Flosi02,
2. Scrivere la definizione di monomio e di polinomio. Definire il grado di un polinomio.

3. Tra le seguenti espressioni, dire quali rappresentano un polinomio, specificandone il

grado:
(a) 222 — 3z
(b) 22 + |z|
(¢) z+ (z—5)?
(d) 22+ 42'/?
(e) o3 + 322 42
(f) 3z + x5/2
(g) 2%+ 3z +2
(h) 2?4+ z+2
(i) 2+ (2®+2)2+1

4. Risolvere le seguenti equazioni:
sinz =1, sinz = —1/v/2, sinz = 2, sinz = 1/2
sin®x — <\/§+ %)sinx—!—\/g:O

1 2 _
ﬁcos:chcos r—1=0

V2sinz — 1 — cos2z =0
(103t — 1)(10% — 3) = 0.
5. Scomporre in fattori il polinomio z3 + 322 — 4.

6. Disegnare i grafici delle funzioni f(z) = 22 ed f(x) = sinz scegliendo come seg-
mento unita sull’asse delle ordinate lo stesso come sull’asse delle ascisse oppure,
rispettivamente, un segmento meta o doppio di esso.

7. Sovrapporre ai grafici ottenuti precedentemente quello di f(z) = z.

8. Sia f(x) = 22 — 2z + 3. Risolvere le due equazioni

f(x) = f(0), f(@) = f(=1).



10.

11.

12.

13.

14.

15.

Per ogni valore del parametro m, risolvere i due sistemi seguenti, interpretando i
risultati trovati mediante i grafici di opportune funzioni:

i

Dati i punti A(1,1) e B(2,3) scrivere l'equazione della retta per essi e trovare la
distanza dell’origine da tale retta.

ma y = x
%x2—3x+3; y = —1l4+mx.

Dati i punti A(1,1) e B(2,3) scrivere 'equazione della retta ortogonale al segmento
AB, passante per il punto medio di tale segmento.

Siano A(—1,0) e B(0,1). Scrivere le equazioni dei seguenti luoghi geometrici:
e il luogo dei punti C tali che CA = CB;
e il luogo dei punti tali che CA — CB = k, con k numero fissato;
e il luogo dei punti P tali che il perimetro del triangolo ABP valga 5;

Scrivere ’equazione del luogo geometrico dei punti equidistanti dalle rette r di equa-
zione y = 1 ed s di equazione zv/3 +y = 0.

Mostrare che i punti (z,y) con = cost, y = sint, al variare di ¢, sono tutti e soli i
punti della circonferenza 22 + 3% = 1.

Mostrare che se x = 2cost ed y = 3sint, allora vale % + y—; =1.

Scrivere cosa significa ’affermazione il numero p é un numero primo e
scrivere la negazione logica di tale affermazione.

Scrivere la definizione di /z (si ricorda che, per definizione, il numero /z
non puo essere negativo).



Esercizi—2

ot

10.
11.
12.

13.

14.
15.

16.

17.

18.

. Data la funzione f(u) = u® — 1, calcolarne i valori per u =1, u = 2, u = —2.
. Data la funzione f(u) = u®—1, esprimere f(z+1) ed f(z—1) con z numero qualsiasi.

1
2
3.
4

Dare la definizione di valore assoluto di un numero.

. Calcolare, rispettivamente per x = 3, x =2, x = 0, z = —2, x = —3 i valori delle

funzioni f(a) = |o — 1, f(z) = 2|~ 1, f@)=—|al, f(2)=]-al

Tracciare i grafici delle funzioni precedenti.

Tracciare i grafici delle funzioni f(z) = 1/z, f(x)=1/(z-1), f(z)=[r—2]/z,
fle)=1-2, fle)=2%23, f(z)=sinz, f(z)=sin(z—1), [(z)=sin(z+1),

e

f@) =1t 1, 1@ S =2 ) = sinal

tracciare i grafici delle funzioni f(z) = sin2z, f(z) =sin 3.

Sia f(t) =t + 1. Scrivere le espressioni di f(¢?) e di (f(t))2.

Sia f(t) = 2t> + 2 + 2 + 5t, mostrare che per ogni ¢ vale f(t) = f(3).
Sia f(x) = 2* — 222 + 7. Mostrare che per ogni x vale f(z) = f(—=z).
Risolvere f(z) = g(z) con f(z) = 2 + 6, g(x) = 5x.

Risolvere, numericamente e graficamente, le equazioni |f(x) + g(x)| = | f(x)| + |g(z)],
con f(z) =x+1, glx) =2 — 2.

Determinare i domini delle seguenti funzioni: fi(z) = log[(1 — z)(2 — x)], fao(z) =
log(1 —x) +1og(2 — ),  f3(x) = log|(1 —2)(2 - 2)[, gi(z) = /(1 -2)2-2),
g() = /A -2)/2-2), go)=I0-2)2-2)], h2)=/57% ha(2)=

U2 k(o) = ||

Determinare il dominio della funzione f(z) = vV —e?* + e* + 2.

Risolvere le seguenti disequazioni, interpretando quindi i risultati mediante lo studio di

grafici di opportune funzioni: (z—1)(z—2) >0, 22-2zr <az+1, +/7—2x>x-3,
22 —-1>0

{ 3—-2x>0.

Mostrare che ’espressione

f(z) = zlogx 4+ /—|sin x|

definisce una successione.

Data l'equazione x? + y? + 2z — 2y + 3 = 0, stabilire se essa rappresenta una
circonferenza.

Scrivere l'equazione del fascio di rette che passano per il punto di intersezione delle
due rette di equazione x +y = 1 e 2 —y = —4. In questo fascio, trovare le rette che:

e incidono l'asse delle ascisse sotto un angolo di 7/3;

e tagliano sull’asse y un segmento di lunghezza 1;



19.

20.

21.

e sono tangenti alla circonferenza x? + 32 — 2z — 4y +1 = 0.
Calcolare I'equazione della circonferenza di centro C(1,1) e raggio 3. Cio fatto:

e stabilire se il punto A(2,3) ¢ sulla circonferenza oppure interno o d esterno ad
essa;

e stabilire se la retta r di equazione 3z + 4y + 8 = 0 & secante, tangente o esterna
alla circonferenza;

e calcolare i punti di intersezione tra la circonferenza e le rette per il suo centro
C e, rispettivamente, parallela e ortogonale ad 7.

Scrivere ’equazione della parabola di fuoco il punto F(0,1) e direttrice la retta y = 2.
Scrivere inoltre le equazioni delle ellissi di centro 'origine, assi coincidenti con gli assi
coordinati ed eccentricita k. Stabilire se tra tali ellissi ne esistono che sono tangenti
alla parabola.

Si calcolino gli asintoti dell’iperbole

2 2
R
9

4

Siano r ed s le perpendicolari per 'origine a tali asintoti. Si scrivano le equazioni di
r e di s. Si scriva quindi ’equazione dell’iperbole che ha r ed s per asintoti ed il cui
vertice di ascissa positiva dista 1 dal vertice (di ascissa positiva) di ~.

Si fissi un sistema OXY cartesiano ortogonale. Sia P(1,1). Si determinino le coordi-
nate di P rispetto ad un sistema di riferimento ottenuto dal primo in uno dei modi
seguenti:

e traslando il sistema dato parallelamente a se stesso, in modo che l'origine venga
a trovarsi in (2,0);

e traslando il sistema dato parallelamente a se stesso, in modo che l’origine venga
a trovarsi in (0, 2);

e traslando il sistema dato parallelamente a se stesso, in modo che 'origine venga
a trovarsi in (2, 2);

. Scrivere la definizione di funzione monotona e di funzione pari e la nega-

zione logica di tali definizioni.

. Scrivere cosa si intende dicendo la funzione f(x) é positiva, e la negazione

logica tale affermazione.

. Mostrare, mediante opportuni contresempi, che le affermazioni seguenti

sono false:

e Se f(x) & crescente su [—1,1] allora f(—z) & crescente.

e Se f(z) e g(z) sono crescenti allora il loro prodotto f(z)g(z) & una
funzione crescente.



Esercizi—3
1. Risolvere le equazioni seguenti:
%sinle, 2sinx =1, tanx =1, 22—-1=1.
2. Calcolare la controimmagine di 1 nei quattro casi
fl(x):%sinx, fo(z) = 2sinz, f3(z) = tanz, fa(z) =2® - 1.

3. Si risolvano le equazioni seguenti (rispetto all’incognita x e per ogni valore del para-
metro y)
3r+1=y, 322 +1 =y, zlr—2|+2x=y.

4. Sia f(x) una delle funzioni seguenti. Dire se f(x) ¢ invertibile sul suo dominio e, se
possibile, scrivere I’espressione della funzione inversa:

f@)=3z+1,  fle)=3"+1, f(x)=xle-2|+2.

5. Provare l'invertibilita della funzione definita su (0,7/4), la cui espressione é:

1

sinzcosx

flx) =
Scrivere esplicitamente il dominio della funzione inversa.

6. Trovare le immagini delle funzioni
filz) =3|z| -1,  fo(2x) =x|z—2|+22,  fiz(z)=2"-5.

7. Disegnare il grafico della funzione f(z),

fz) =

rz—1

2x—4‘

e trovare i pit grandi intervalli nei quali f(x) & invertibile.

Disegnare i grafici delle corrispondenti funzioni inverse.

8. Usando direttamente le definizioni, si verifichi (il simbolo [x] denota la parte intera di

x)

Jm oz =0 lm [r] = oo

9. Si usino i teoremi del confronto per giustificare le implicazioni seguenti:

lim x =+ implica che lim Mz" =400
r——+00 r——+0o0

per ogni M >0, r > 1;

limx =0 implica che lirr%) Mz" =0

r—

per ogni M, r € (0,1).



10.

11.

Si usino i teoremi del confronto per giustificare I'implicazione seguente:

1

lim — =0 implica che lim — =20
z—+00 T ns

per ogni s > 1.

Mostrare, facendo uso della definizione, che la funzione f(z) = -%- non & né un

x+1
infinito né un infinitesimo per x tendente a +oo0.

. Scrivere cosa significa D’affermazione [l’insieme M é limitato e la sua

negazione logica.

. Scrivere cosa significa ’affermazione la funzione f(x) é limitata e la sua

negazione logica.

. Mostrare, mediante opportuni contresempi, che le affermazioni seguenti

sono false:

e Se la funzione f(z), definita su R, & pari, allora
lim, 400 f(z) = 0.

e Se la funzione f(z), definita su R, & dispari, allora
lim,_,o f(z) = 0.



Esercizi—4

1. Calcolare i limiti seguenti (con [] si indica la parte intera):

. Studiare i limiti seguenti:

limg oo E0EZE) i, o loallzee),
limg 0 4 /x% sinz, limg_ o log(@{%ﬁ) ,
limz*,() 71—10gz(e+w) s llmxﬁo 7%:§ 5
limg o (VZF )™ | lim, o S2E-2)

I T + Cosx . 9m—1 I 2¢ — 1
Jm AT mee B, im s
223 — 5x? — 4z + 12
lim , lim, o arctan & lim z?[2 +sinz
z—2 g4 — 423 + 522 — 4x + 4 w0 z z—7)2 [ )
lim |zsgn (sinz)?|, limg, .,  2?[24sinz], lim |zsgn (sinz)?|
T—T Tr—TmT+
. Dire se vale 'uguaglianza ([ ] indica la parte intera)
. 2 ) 2
lim |—arctanx| = | lim —arctanx| .
z—+oo | T T—+00 T
. Dire per quali valori di zq si ha
i 22 -1 . 22 -1
imsgn| ——— | =sgn| lim — | .
z—z0 & 272 + 1 B z—zo 222 + 1
. Dire per quali valori di z¢ si ha ([] indica la parte intera)
lim [2® —2] = [ lim (22 — 2)} .
T—x0 T—To
. Determinare A in modo che valga
lim \/372—1 (\/:1:2—1—)\—:1:) =2.
T—+00
o Qe s . s inz* 1sin4
. Calcolare i limiti, per x tendente a zero, delle seguenti funzioni: 5%,  ZHH2%
sinz—1 sin(sin x) z+sin 1—cos 2z 1—+/coszx
z—m/2") x ’ rx—2sinz’ x5 —sin3 2 2243
YT—ab— YTTa5+(2/3)a°
5 —sin® .
o 2 3 2
. Calcolare i limiti per = tendente a +oo delle funzioni seguenti: Il[ Jf::(gfa/ r’f&i, 738322”(31;‘)/5
(1 —cos %) (z* + arctan 3z).

b



9. Dire se esistono e in caso affermativo determinarli, valori di « tali che le funzioni
seguenti siano ovunque continue:

ax se <1 22— 1+a?
e N A T
r—a se z>1 T4+« se x>0,
| sin(z+a) se <0 _J sin% se >0
f?’(z)_{ cos(x —a) se x>0 falz) = { zcosar se x<0.
10. Determinare i punti di continuita delle funzioni
‘arctanl‘ se x#0 22+3z—-1 se <0
= T =
(@) { /2 se =0, fo(z) { —cos T se >0
dr—L se <0 sini se z< 2
— x — xr
fs() { el/= se >0, Ja(2) { 1 se x> %
11. Studiare lim z,, nei casi seguenti:
sinnZ
ol/m sin(ng), 2
n
_ 3n?+5n+44  5nion?—3n47 _ 4n? —4n+3
S S

2n3 1—5n2 9
xn:2n2+3+5n+1’ Tn=V2n+3—-vVn—-1, z,=n (n—\/n2+1),

Vn?+1++/n 5
Ty = —————, Tp=vVn2—nd+mn, Tn=Vn2+n+1l—+vn2—-—n+1,
Vnd +n—/n v v

@, =nlog(n+1) —nlogn, nlog(n+1) —n*logn, x,= n.

12. Calcolare i limiti delle successioni seguenti: ({/n®), (V2n+3—+vn—1), (Vn?+n+1—+vn?—

1. Scrivere cosa significa I’affermazione f(x) é un infinitesimo per x tendente
a +0o e la sua negazione logica.

2. Scrivere cosa significa ’affermazione f(z) é un infinito per = tendente a 5
e la sua negazione logica.

3. Scrivere cosa vuol dire ’affermazione la funzione f(r) é continua in x =5
e la sua negazione logica.

4. Mostrare, mediante opportuni contresempi, che le affermazioni seguenti
sono false:

e se lim,_,o éE:; =1 e se h(r) & continua in 0 allora lim,_g

finito.

f() :
W esiste

e sia f(z) definita su [0, 1] e discontinua in ciascuno dei punti z,,dell’immagine
della successione iniettiva {z,}. Se xy = limx, allora la funzione f(x)
€ discontinua in zg.



Esercizi—5

1.

10.

Dire se ¢ vero che le funzioni sin z e sgnsinz hanno lo stesso ordine di grandezza per
x — 4005 lo stesso per la coppia di funzioni sinz e 3sinx + sin 2.

. Per ciascuna delle coppie di funzioni seguenti, verificare che sono (infiniti o infi-

nitesimi) dello stesso ordine e trovare la parte principale della prima rispetto alla
seconda:

per x — +00

filz) =V2z? +z+1, g(@)=z-1,
fQ(x):Vx"_ _\/57 gQ(x):Vx+7_ﬁ7
Confrontare gli infinitesimi, per x — 3: f(x)

x—3, g(x) = \3/;, h(z) =
(VE - V3P

Determinare gli ordini di infinitesimo per x — +oco e rispetto ad 1/x, delle funzioni

B 223 4+ a2

per x — 0.

4
flx) 3 g(z) = arctan el
Verificare che % ~n2.
Calcolare i seguenti limiti:
. sinhz —sinzx . € —sinx —cosx
lim ————, lim > 3 ,
z—0 3 z—0 ) er” — e?
. (2 4 cos 3z — 3coshz)* . e —cosz — (3/2)z?
200 log(1 + 22) e x4 '

Se esistono, calcolare gli asintoti obliqui delle seguenti funzioni

f(x) =log(e® +x),  g(x) =2

Calcolare le derivate prime delle funzioni

fl(x)—<1+i>m, fola) = —

arcsinzx ’

Dire se le funzioni

file) =l

—2¢7l2l — g h(z) = \x|e;iz
1 e
fs(x) = falx) = e

fg(l’) — 6—1/322

sono prolungabili per continuita in 0 e, in caso affermativo, dire se I’estensione ottenuta

¢ anche derivabile.

Determinare le costanti o e # in modo tale che le seguenti funzioni siano derivabili in

x=0:
[ (z=pB)*+2 se >0
hi(@) _{ asinx se <0
[ (r—a)?*-2 se >0
fs(@) _{ asinx se <0

(x—B3)2—=2 se >0

fa(@) Z{

asinx se <0
Ffalw) = e’ +acosx se >0
BT B +3x+1) se x<0.



11.

12.

13.

14.

15.

Sia:
fl@)=(x—2)log|z —2|.

(a) Determinare il dominio di f(z) e provare che f(x) ammette estensione continua

f(z) ad R;
(b) studiare la derivabilita di f(z);

(¢) trovare gli zeri e gli eventuali punti di massimo e di minimo di f(z), precisando
se sono relativi o assoluti.

Sia f(z) = tanh|2z? — 1|. Studiarne la continuita e derivabilita; identificarne i punti
di massimo e di minimo relativi ed assoluti; dire quante sono le soluzioni dell’equa-
zione f(x) = 2% comprese nell'intervallo [—1,1]. Infine, trovare  in modo tale che
'equazione f(z) = az? abbia almeno due soluzioni nell'intervallo [0, v/2].

Sia z,, =1+ s+ s2 4 --- + s™. Provare che
1— st
x”:ﬁ

Usare il risultato precedente per studiare la convergenza della successione ().

Fare uso dell’osservazione precedente per provare che se (x,) € la successione di
termine generale
Zp =sin?1 + Asin?2+ -+ 4+ \"sin’n,

con 0 < \ < 1, la successione (x,,) converge.

1 a
Tn+1 = 5 Ty + ?

con a > 0. Provare che, se la successione (z,,) converge, il suo limite & /a.

Sia zy qualsiasi e sia

scrivere cosa significa ’affermazione la successione (x,) é convergente e la
sua negazione logica.

Scrivere cosa significa ’affermazione la successione (x,) é divergente e la
sua negazione logica.

Scrivere cosa significa ’affermazione la successione (z,,) é limitata e la sua
negazione logica.

Scrivere cosa significa ’affermazione la successione (z,) é definitivamente
positiva, e la sua negazione logica.

Mostrare, mediante opportuni contresempi, che le affermazioni seguenti
sono false:

e se una funzione ha un massimo in z( ivi essa & derivabile;

e se una funzione & priva di flessi essa € monotona.

e ogni successione definitivamente positiva & regolare.

e ogni successione definitivamente positiva & limitata oppure regolare.

10



Esercizi—6

1. Sia
f(x) =log(e™ + 7x) —log(e™ — 7x).

Provare che il suo dominio & contenuto nell’intervallo (—1,+0c0); determinarne 'im-
magine; determinarne gli zeri e gli eventuali punti di massimo e di minimo (relativi
ed assoluti); identificare almeno un intervallo aperto su cui f(x) & invertibile. Infine,
calcolare lim, ., o, 27 f(z) al variare di (3.

2. Sia )
h(z) =2sinz + 50052x.

Studiare la funzione nell’intervallo [0, 27] determinando in particolare il numero degli
zeri ed 1 punti di estremo; provare che la funzione ¢ invertibile nell’intervallo [r/2, 7/3]
e scrivere l'espressione della funzione inversa. Discutere quindi 'esistenza dei seguenti
limiti:

Jim x{h(x)—l—ﬂ, lim alh(z) +5].

T—+00 2 T——+00

f(x) = y/log®z —log® z.

Studiare le continuita e derivabilita di f(x); determinarne massimi e minimi; deter-
minare il pitt grande intervallo I contenente e su cui f(x) ¢ invertibile e determinare
J = f(I); Osservando che f(e?) = /4, calcolare la derivata di f~'(z) nel punto /4.

Provare che f(z) ~logz per  — +00.

3. Sia

4. Sia data la funzione
f(z) = 2% + /|22 — 1|.

(a) Se esistono, determinare i punti di non derivabilita;
(b) verificare che per x — 400, la funzione f(z) ¢ equivalente alla funzione x?;
(¢) determinare i punti di estremo, sia relativi che assoluti;
(d) determinare gli intervalli di monotonia e di convessita,;
(e) al variare del numero «, dire quante soluzioni ha 'equazione f(x) = a.
5. Sia
f(z) = z?log|z| — ex.
(a) Mostrare che la funzione f(x) ammette un’estensione continua g(z) ad R;
(b) provare che g(z) & di classe C! ma non C?;
(c¢) determinare gli zeri di f(x) e provare che essa ammette un minimo assoluto;
(d) indicare gli intervalli di monotonia e di convessita di f(z);
(e) verificare che per x — +oo vale 22 = o(f) e che f = o(x?*¢).
6. Calcolare le primitive delle funzioni seguenti: log® z, arc;% , S xlog(1l+
xQ), 53x+1 7 . 5042+1 ’ x‘r’;er‘l7 1h _
z° —bx +6 0 -z +x—1 z°+1 sinh @

11



10.

11.

Calcolare gli integrali seguenti

J }t:iﬁf« dz (sost. y = tanx); il VaZ —4 (sost. = 2cosht);

JV1+a?da (sost. z =sinht); [ \/%;E dz; [ cos(log z) dz;
[aParcsinldz;  [arcsin (V1 —a?); [wxeV ¥ dz; [ arctan (1+2?) dz.

Siano f(z) = 1/¥x, g(x) = 1/{/|z|. Calcolarne le primitive (generalizzate) che si
annullano in 0; tracciare i grafici delle funzioni e delle loro primitive.

Calcolare la primitiva (generalizzata) F'(z) di f(x) = sgn(sinz) che si annulla per
x = 0. Calcolare quindi la primitiva G(z) di F'(z) che si annulla per « = 0 specificando
se si tratta di una primitiva generalizzata. Tracciare infine i grafici di f(x), F(z),

G(x).

sia f(xz) = min{e”,2 — z}, definita su R. Calcolare la primitiva (generalizzata) F'(x)
di f(z) che verifica lim,_, o F(x) = 0 e tracciare i grafici di f(z) e di F(z).

Calcolare le primitive (generalizzate) delle seguenti funzioni:

T se <0 z? se x<0
fi(z) = { sinz se >0, falx)=4¢ 2 se =0
cosx se x>0,

rlogz se x>0
fo) = log2  se =0 f4(x):{m2-sgn(x+1) se iig

T se
zcosr se x<0.

. Scrivere cosa significa I’affermazione la funzione f(z) ha un punto di mas-

stmo in z(, e la sua negazione logica.

. Scrivere cosa significa ’affermazione La funzione F(x) é una primitiva (in

senso ordinario) di f(z) su un intervallo [a,b], e la sua negazione logica.

. Mostrare, mediante opportuni contresempi, che le affermazioni seguenti

sono false:

e ogni primitiva generalizzata che prende valori strettamente positivi &
una primitiva in senso ordinario;

e le primitive di funzioni strettamente crescenti sono crescenti.

12



Esercizi—7

1. Sia
f(z) = zlog, 2°.
(a) Individuare il dominio della funzione f(x) e calcolare i limiti per x tendente agli
estremi del dominio;

(b) mostrare che esiste un’unica estensione continua f(z) di f(z) ad R e scriverne
I’espressione;

(c) calcolare se esistono gli estremi relativi ed assoluti della funzione f(x);
(d) tracciare qualitativamente il grafico di f(z);

(e) usando le informazioni contenute nel grafico di f(z) tracciare qualitativamente
il grafico della funzione exp{f(z)};

(f) dire se la funzione exp{f(z)} ¢ derivabile in z = 0.

2. Sia
f(z) =log(1 + az) +

14 ax
con a parametro reale minore di —1.

(a) Determinare il dominio e gli eventuali asintoti della funzione; la monotonia ed
il numero degli zeri; la convessita,

(b) tracciare qualitativamente il grafico della funzione;

(¢) usando le informazioni precedenti, tracciare qualitativamente il grafico di g(z) =
Vf(@);

(d) individuare eventuali punti di non derivabilita di g(x);

(e) determinare le restrizioni invertibili di g(z), indicando i rispettivi codomini.

3. Trovare tutte le soluzioni delle seguenti equazioni differenziali:

y =2 y=2r y=2
Yy =22y y =2zy+1 ¢ =22y+vy
_ 1
oY

/ /

y=% y

4. Calcolare la tangente all’iperbole 2y = k nel suo generico punto (xo, o). Calcolare
I’area del triangolo individuato dall’origine e dai punti nei quali tale tangente interseca
gli assi coordinati.

5. Se v e 7' si intersecano in un punto P, si chiama angolo delle due curve in tale punto
quello fatto dalle rispettive tangenti nel punto P. Sia 7 la parabola di equazione
y = 2. Scrivere 'equazione della retta ortogonale a v in P(1,1). Dire se esistono

circonferenze ortogonali a v in P ed eventualmente determinarle.

2

6. Sia ~ la parabola di equazione y = z*. Scrivere ’equazione delle parabole ad essa

ortogonali in (0, 0).

1. Scrivere cosa significa I’affermazione la funzione f(z) é di classe C°(0,1) e
la sua negazione logica.
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. Scrivere cosa significa I’affermazione la funzione f(z) & di classe C3(0,1) e
la sua negazione logica.

. Mostrare, mediante opportuni contresempi, che le affermazioni seguenti
sono false:

e Se f(x) & di classe C*(—1,1) e se f’(0) > 0 allora esiste un intorno di 0
su cui f(x) & crescente;

e Se f(x) & convessa su (—1,1) allora essa ammette derivata seconda in
ogni punto di (—1,1).
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Esercizi—8

1.

10.

11.

12.

Calcolare la formula di McLaurin arrestata all’ordine 2 e quella arrestata all’ordine
3 delle funzioni fi(z) =2 —z + 22 — 323, fa(z) = 2 — 2 + 2% — 323 + 625, f3(x) =
2 — x4 2% — 32° + 6295,

Calcolare la formula di Taylor di centro xy = 2, arrestata all’ordine 3 della funzione
filz) =3 —x + 22
Calcolare la formula di McLaurin arrestata al 6° ordine della funzione f(x) = sinx.

Calcolare la formula di McLaurin arrestata al 4° ordine delle funzioni f;(z) = log(1 —

sin?z) e fo(z) = f:z.

Calcolare la formula di Taylor arrestata al 4° ordine, di centro zy = /2, della funzione
f(z) =sinz.

Calcolare la formula di Taylor arrestata al generico ordine n e di centro xg = 1, della
funzione f(z) = e*.

Calcolare la formula di Taylor arrestata al generico ordine n e di centro z¢ = 3, delle
funzione f(z) = logx.

Determinare la parte principale, per  — 0, delle seguenti funzioni: f(z) = cosh? z —
V14222 g(x) = e %% 4 ginx — cosz. Calcolare quindi

lim @)

a—0 g(z)? "

Si sa che una funzione f(z) soddisfa alla seguente uguaglianza: f’(z) = f2(z). Inoltre
si sa che f(0) = 3. calcolare f/(0), f(0), f”(0).

Si sa che la funzione f(x) soddisfa all’equazione f’(z) = x3f(x). Inoltre si sa che
f(0) = 2. Scrivere il polinomio di McLaurin di f(x) di ordine 3.

Si sa che la funzione f(z) soddisfa

Calcolare la derivata in x = 0 delle funzioni

einarr@ L@y fsing).

cosx’
Si sa che, per z — 0, vale:
f(z) =z +22% + o(z?).
Calcolare la derivata seconda in z = 0 delle funzioni

f(sinz), fle® —=1), ef@)
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13.

14.

15.

16.

17.

Scrivere lo sviluppo di MacLaurin di ordine massimo possibile della funzione

sinz —log(l14+x) se >0
2

fay={ 1ea 7Y

§€I—§ se x<0.

Osservando lo sviluppo trovato, dire quanto valgono la derivata prima e seconda di
f(z) in zero, e dire se esiste, in zero, la derivata terza.

Determinare o e 3 in modo tale che esista lo sviluppo di MacLaurin fino al secondo
ordine della funzione

e?® —log(l+4x) se <0
f(sc)—{ o — 2z + Bz? se =>0.

Si consideri la funzione
V2sinz se x<m/4
J(a) = I /
I+ (@x—2)—3(x—2)" se z>n/4.

Scriverne lo sviluppo di Taylor, centrato in /4, del massimo ordine possibile e dedurne
il massimo ordine di derivabilita in /4.

Si sa che, per x — 0,

f(x) = % + 7z + 627 + o(2?).

Calcolare la derivata prima, nel punto x = 0, delle funzioni seguenti:

cos T log f(x)
f@)”  fl@)-1

sin(f(x)),  flze®),

Si sa che vale, per x — 2,
fx)=1+3(x—2)+4(z—2)* +o((x —2)?).

Calcolare la derivata prima in z = 2 delle funzioni

(log? f(2)) - %2, 1 (“bm(ﬂf—”)

ew72
e la derivata seconda in x = 2 delle funzioni

cos (f*(z)) , ef*@

. Scrivere cosa significa ’affermazione la funzione f(x) é derivabile in =y e

la sua negazione logica.

. Scrivere cosa significa ’affermazione la funzione f(x) é derivabile su (a,b)

e la sua negazione logica.

. Mostrare, mediante opportuni contresempi, che le affermazioni seguenti

sono false:

e Se f(z) & derivabile in z( allora esiste un intorno di zp su cui essa &
continua;

e Se f(x) & convessa su (—1,1) allora essa ammette derivata seconda in
ogni punto di (—1,1).
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Esercizi—9

1.

10.

11.

Si sa che vale, per x — 2,
fz) =11 — 22z + 42 + o((z — 2)?) .

Calcolare la derivata prima in z = 2 delle funzioni

(10g2 |f(x)]) b 7 f (HMDM>

ea:72

e la derivata seconda in x = 2 delle funzioni

cos f3(z), el @)

. Si sa che la funzione f(z) soddisfa all’equazione f”(z) = 2f(z) — 3f'(x). Inoltre si sa

che f(0) =2, f(0) = 0. Scrivere il polinomio di McLaurin di f(x) di ordine 3.

Si sa che la funzione f(z) soddisfa all’equazione f"'(x) = —f(x) + 3f'(z) — f" ().
Inoltre si sa che f(0) =2, f/(0) =1, f(0) = 1. Scrivere il polinomio di McLaurin di
f(z) di ordine 3.

Si sa che la funzione f(z) verifica I'uguaglianza

f'(z) = 2f(x) - f*(x)
e che inoltre f(0) = 1. Trovare la prima derivata di f(x) che si annulla per x = 0.

Si sa che la funzione f(z) verifica

Mostrare che se f(0) < 0 allora f(z) ¢ convessa in xg = 0.

Provare che le due funzioni
filz) =2 fo(a) = —et/?

soddisfano all’'uguaglianza f'(z) = xf(x). Tracciare il grafico delle due funzioni f; ()
ed fa(z).

Mostrare che ogni funzione f(x) positiva che verifica f/'(z) = xf(x) ¢ una funzione
convessa nei punti in cui ¢ positiva.

Mostrare che f(z) = e~*"/2 verifica 'equazione f'(z) = —xf(z). Dedurre da questa
osservazione che f(z) ha per punti di flesso i punti z = +1.

Sia f(x,y) = cosz + siny e sia z(t) = €', y(t) = logt. calcolare il dominio della
funzione composta f(x(t),y(t)).

Sia f(z,y) = Vo — /y ed z(t) = t, y(t) = t*. Calcolare il dominio della funzione
composta.

Sia f(z,y) = sinz,/cosy ed z(t) = t2, y(t) = t. Calcolare il dominio della funzione
composta.
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12.

Sia f(z,y) = y?>v/z ed z(t) = t2, y(t) = t2. Se esistono, calcolare massimi e minimi
della funzione composta.

. Scrivere cosa significa ’affermazione la funzione f(x) é convessa in xq, e

la sua negazione logica.

. Sia f(z,y) una funzione di due variabili e z(t), y(t) siano funzioni della

variabile t. Sulla base degli esercizi svolti e della definizione nota per
funzioni di una variabile, scrive cosa si intende col simbolo f(z(t),y(t)).

Mostrare, mediante opportuni contresempi, che le affermazioni seguenti
sono false:

e se f(r) ammette polinomio di MacLaurin di ordine 2 allora essa &
continua in un intorno di 0.

e ogni funzione crescente e convessa ammette formula di Taylor di
ordine 2 in ciascun punto del suo dominio.
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Esercizi—10

1. Si sa che la funzione f(z) verifica
fl(x) = ().

Si sa inoltre che i punti di coordinate (%, -2), (1,-1), (2, —%), (3, —%) appartengono
al grafico della funzione. Usare queste informazioni per tracciare le tangenti al grafico
di f(z) nei 4 punti suddetti; usare le tangenti tracciate per approssimare il grafico di

f(@).

2. Si sa che y(z) risolve

d

T Y@) =cosy(z),  y(0)=1.

Calcolare la derivata prima in z = 0 delle funzioni

eV’ (@) COS arctan{1 + y*(2)}, log{y(arctanx) + 1} .

3. Si sa che y(z) risolve
d
@y(z) = CosYy, y(1) =1/2.

Calcolare la derivata seconda in x = 1 delle funzioni
v (x), arcsin(y(x) - cosx) , sin (2%y(z)) .
4. Si sa che y(z) risolve

L) =), w0 =1, y(0)=0.

Calcolare la derivata seconda in z = 0 delle funzioni sin y(x) e y(sinx) .

1. La seguente affermazione non & stata spiegata a lezione: il punto (xg,yo)
é estremo della funzione di due variabili F(z,y), vincolato alla curva ~.
Cercare di immaginarne il significato e descriverlo per iscritto.

2. Mostrare, mediante opportuni contresempi, che le affermazioni seguenti
sono false:

e Se f(z) & positiva allora i coefficienti della sua formula di McLaurin
sono positivi;

e Una curva piana & sempre il grafico di una funzione.
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Esercizi—11

1. Trovare le equazioni differenziali che sono soddisfatte dalle funzioni che, in ciascun
punto z( del loro dominio, soddisfano alla proprieta seguente:

(a) L’area del triangolo che formano la tangente in (zo, f(zo)), la retta verticale per
xo e 'asse delle ascisse e costante, uguale al numero k.

(b) Lalunghezza del segmento tagliato sull’asse delle ascisse dalla tangente in (xg, f(xo))
e dalla normale a tale tangente nel punto (xg, f(xo)) misura 2k, costante.

(¢) La tangente in (zq, f(xo)) taglia asse delle ascisse nel punto di ascissa xq/2.
(d) La tangente in (z¢, f(20)) taglia I'asse delle ascisse nel punto di ascissa f2(xg)/2.
(e) la distanza di z¢ dal punto di intersezione con 'asse delle ascisse della tangente

in (xo, f(xo)) & kxo, con k costante.

2. Disegnare sul piano i punti che corrispondono ai numeri complessi 3 + ¢, —1 4+ 2,
-2 — 3i.

3. Calcolare il modulo dei numeri complessi 244, 2—14, 14+2i, 1—2¢ e quindi
disegnare i punti del piano che corrispondono a questi numeri.

4. Si consideri la trasformazione da C in sé definita da f(z) = 22. Disegnare 'immagine
delle rette z =z, z=1y, z=z(141), 1+it.

5. Calcolare (1 + 2i)3.
6. Notando che 137 = 4 - 34 + 1, calcolare i'37.
7. Calcolare il prodotto ed il quoziente dei numeri 5 —iV/15 e 1 —i.
8. Calcolare le parti reali e immaginarie dei numeri complessi seguenti:
(1+414)? 1—i 3+i
1—4 1+4 3—i’

1. Scrivere cosa significa ’espressione la funzione y(z) risolve l’equazione
differenziale y' = F(z,y) sull’intervallo (a,b)
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2. Mostrare, mediante opportuni contresempi, che le affermazioni seguenti
sono false:

e se y(x) risolve un’equazione differenziale su un intervallo allora essa &
monotona.

e se yi(x) ed yo(x) risolvono la medesima equazione differenziale allora
i grafici di y;(z) e di y2(z) non si intersecano.
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Esercizi—12

1.

10.

11.
12.

13.

14.

Rappresentare sul piano complesso le coppie di numeri (z, y) tali che z = x+ iy risolve

I’equazione

23 =473,

Rappresentare sul piano complesso le coppie di numeri (z, y) tali che z = x+iy risolve
I’equazione

(z4i2)* = —i(z — 2)2.
Scrivere in forma trigonometrica le soluzioni dell’equazione 24z = (1 — )®.

Rappresentare sul piano complesso le coppie di numeri (z, y) tali che z = 2 +4y risolve
[z+1]<]z—1]<2.

Porre i seguenti numeri complessi in forma trigonometrica: 1, —2, —i, 44,

144, (1+14)/2, 2-iVI2.

Dire quale delle seguenti espressioni rappresenta un numero complesso scritto in forma
trigonometrica:

a) 3(cos§+isin%), b) 2(cosf +ising), c) 4(—=

1 V3 2 .2
%—27), e 1, f) 3(5—&—1%).

Disegnare sul piano i punti che corrispondono ai numeri complessi precedenti.

d) 4

Calcolare
(1-1)°
1497
Calcolare le radici quadrate, terze, quarte e quinte di 1 e disegnare i punti corrispon-

denti.

Neicasi z =2, z= -2, 2z=2, =z = %, disegnare sul piano i punti che

corrispondono alle potenze di esponente 0, +£1, 42, +3, +4.
Sia z = (1 +4)*. Calcolare le radici quarte di 2.

Risolvere le equazioni

1 1
P2 4iz—i=0, 2*—2(1—-49)2>—4i=0, z6+124—z2—120.

Rappresentare sul piano complesso il numero

1 \@ 200
z:<\/§+22> .

Costruire il polinomio di grado minimo che ha per radici doppie i numeri 1+ 4, 2 — 1.
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15.

16.

17.

18.

19.

20.

21.

22.

23.

24.
25.

Costruire il polinomio di grado minimo a coefficienti reali che ha per radici doppie i
numeri 1+ 4, 2 — 4.

Costruire il polinomio di grado minimo a coefficienti reali che ha per radici doppie i
numeri 1+ 4, 2 — ¢ e per radice semplice il numero 5.

Mostrare che (0,0) ¢ punto di accumulazione dell'insieme {(1/n,1/n®) n € N} e che
il punto (0,1) & di accumulazione per l'insieme {(z,y), y = (sinz)/x}.

Individuare i domini delle funzioni
.z
y)=Va*-y*, f(z,y)= log<m+y ) f(x,y)zsmg,
fla=sin(2=2) . flem=evT o) =log (& 32— 4)
f(I,y):lOg (IQ_y2_4) ) f(xvy): ﬁ7 f(x,y):log(sm(:zy)) ’
arcsin r-y ! arcsin T
rx+y/)  arctan(3x2+4y2—1)’ y—1/"°

Mostrare che la funzione f(z,y) = ¢g(y) & ovunque continua se la funzione y — g(y) &
continua.

Studiare la continuita delle funzioni
2—y2—1, f(z,y) =logyl{e” =1}, f(z,y) =log(z* —y*—1).

Studiare la continuita nell’origine delle funzioni che per (x,y) # (0,0) sono definite
come segue, e sono definite uguali a zero per (z,y) = (0,0):

y s Ty
f(xvy)zgv f(xvy):a:y_z ) xz—yz’
2 2
_ Y-y — z2—y? _ Ty
fx,y) 1 flay) =575, flzy) s

Mostrare che la funzione f(z,y) = (xy)/(sinz) per x # 0 e nulla per z = 0 ¢ continua
nell’origine.

Calcolare tutte le derivate parziali prime e seconde delle funzioni

2?2 4+ y? —2zy
= in e*Y — Ty -z J I
f(xay) rsme I f(m>y) (:L’+y)’ f(m?y) T —y )

fla,y) =log(@® +9°), fla,y) = Va2 +¢?, flo,y) = {2 +¢*} 712
Calcolare tutte le derivate parziali terze della funzione f(x,y) = e* cosy.
Sia

r=ax(t)=(*—1), y =y(t) =sint.
Scrivere l'espressione della funzione f(xz(t)),y(t)) e calcolarne la derivata quando
2?2 4+ y? — 22y
_ . x rx—y —
f(£E7y)—(ESII’1€y, f((E y) (m+y)a f(‘rvy)_ T—y )

flz,y) =log(z* +y?), f = Va2 +y2, fz,y) = {a® +y*} 712,
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Si ripeta ’esercizio nel caso in cui

26. Calcolare

. 22 + o2
lim .
(€9)—0,0) 1 — /22 +9y2 + 1
27. Mostrare che non esiste il limite

. v+ 2z
hm 27 .
(z,9)—(0,0) y* — 2w

28. Calcolare il lavoro dei campi di forze seguenti, lungo gli archi indicati:

F(z,y)=2-y)i-(1-y)j, z=cost, y=2sint, 0<t<m,
F(z,y) = (sinz)i, r=t,y=t>, 0<t<1.

Mostrare che esistono polinomi a coefficienti reali, privi di radici reali.

Dare un esempio di un polinomio a coefficienti non tutti reali, che ammette
una radice reale.

Provare che ogni polinomio a coefficienti reali, di grado dispari, ammette
almeno una radice reale.

Mostrare che un polinomio a coefficienti reali non pud avere un numero
dispari di radici non reali.
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Esercizi—13

1. Identificare le regioni del piano (x,y) nelle quali le soluzioni delle seguenti equazioni
differenziali sono monotone:

v =yllog1+4%), v =9 ¥ =010+,
y =eylogy, vy =y’logz, ¢ =(1+y°)(1+27).

2. Disegnare sul piano (x,y) gli insiemi nei cui punti le soluzioni delle equazioni diffe-
renziali seguenti hanno tangente di pendenza 1:

v =y, =y, y=uzy’,
Yyy=xz, y =2%y*, ¢y =tanay,
yy*lr =1, ¢ =sinzy, y =cosy/z.

3. Dire se le seguenti equazioni differenziali ammettono soluzioni limitate:

v =y, v =log(l—y), vy =log(l+[1-¢?),
y' = sinarctany, y =cosy?, ' =(1—y?)cosy.

4. Trovare tutte le soluzioni delle seguenti equazioni differenziali:

v =y’logz, ¥ =(1+y*)1+2?), ¢ =(1+e)z,

r_ ’_ y275y+6 / Ty
Yy =e"ylogy, y =75 V= my e
yl/ — y/ :Uy,/ — y/ y/l _ 2yl _ 3y — O,
y' =2y, y'=-y-1, y'=-y-2,

y' 11y +30y =0, ' —4y +4y=0 o —dy=¢
y' —dy =€, Y —4y +dy=e?, ¢’ +y=sin2t,
y' +4y =sin2t, y" —4y=sinh2t, y” + 4y =sinh2¢.

5. Risolvere i seguenti sistemi di equazioni differenziali:

=y =y x' =
y' =2y, y' =7, y ==,
y = y =z y=xz+1
T+ 4y =2t 2z =22 r=y+zx.
Mostrare, mediante opportuni esempi:

e una equazione differenziale y' = f(z,y), il cui secondo membro non &
definito per = = z, con soluzione y(z) che ammette limite finito per x — z.

e una equazione differenziale y' = f(z,y), il cui secondo membro cambia segno
al variare di x e di y, le cui soluzioni sono tutte monotone.
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Esercizi—14

1.

Calcolare la primitiva F'(x) che si annulla per xg = 0 della funzione (dipendente dal
parametro reale k)

3—kx+2?
f@)=—F—m—
Determinare k in modo tale che la funzione F'(z) abbia un minimo per x = —1.

. Calcolare ’area dei trapezoidi delle funzioni seguenti, che insistono sugli intervalli

indicati:
f(z) = 2? € 10,2]
fla) =a® €10,2]
flx) =a® €[-2,2
f(z) =logx €[1,4]
@) =5 € [2,3]
ﬂ@—JﬁG@ E
fl@)=vV1i+a® zel01].
Calcolare I'area degli insiemi seguenti
{(z,y) |0< <2, 22 <y< 2},
{(xay) | 3<z <5, ((E—4)2 Sygloggy},
{(zy)|0<z< 372‘/5, 22 <y <V1-—+b6a2},
{(zy) | 1<2 <2, V222 -1 <y <a?},
{(z,y) | 0<a <1, arcsinz <y < 7/2}.

Calcolare I'area A(a) dell’insieme dipendente dal parametro a € (0,7/2):
2z
Ala) ={(z,y) |a <x <7/2, log— <y <cosz}.
™
Calcolare lim, o+ A(a).
Calcolare I'area A(a) dell’insieme dipendente dal parametro a > 1:
Alg) ={(z,y) |02z <L[0<y<2}U{(z,y) [ 1<z <a, 0<y<az™?}.

Calcolare quindi lim,_, o A(a).

Calcolare I'area A(a) dell’insieme dipendente dal parametro a € (0,1):

Afa) = {(z,y)

Calcolare quindi lim, o+ A(a).
Calcolare I'area A(a) dell’insieme dipendente dal parametro a € (0, 1):

Y

Afa) = 7z

{(zy)a<z<l, 0<y<

Calcolare quindi lim, o+ A(a).
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. Calcolare I'area A(a) dell’insieme dipendente dal parametro a > 1:
1
A@ = {@y) [ 1<0<a, 0y <),

Calcolare quindi lim,, o A(a).
. Trovare le equazioni differenziali che sono soddisfatte dalle funzioni che, in ciascun
punto xg del loro dominio, soddisfano alla proprieta seguente:
e larea del trapezoide della funzione su [0, xg] ¢ proporzionale ad f2(xo).
e larea del trapezoide della funzione che insiste su [0,z(] € proporzionale ad
f2 (o).
. Scrivere cosa significa 1’espressione il numero k é lintegrale f: f(s) ds.

. Scrivere cosa significa ’espressione La funzione F(x) é una primitiva di
f(x) su un intervallo |a,b].

. Mostrare, mediante opportuni contresempi, che le affermazioni seguenti
sono false:

e La funzione integrale di f(x) & una primitiva di f(z).

N

e Se f(z) & continua e limitata su R allora la sua funzione fot f(s)ds &
limitata per x > 0.
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