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Notazioni

o —
e Se A ¢ un sottoinsieme di R", indicheremo con A, A, 0A rispettivamente, I'insieme dei punti
interni ad A, la chiusura di A, la frontiera di A rispetto alla topologia di R"™

e F(A, B) indica 'insieme di tutte le funzioni da A a B

e C(a,b,U), dove a e b sono numeri reali (a < b) e U C R", indica 'insieme di tutte le funzioni
continue definite nell’intervallo [a, b] e a valori in U

e C(a,b,U), dove a e b sono numeri reali (a < b) e U C R", indica 'insieme di tutte le funzioni
continue a tratti definite nell’intervallo [a, b] e a valori in U (si ricorda che una funzione si dice
continua a tratti sull’intervallo compatto [a,b] se in tale intervallo la funzione ha al pit un
numero finito di punti di discontinuita, e ciascuna eventuale discontinuita ¢ di prima specie)

e C(a,+00,U), dove a € R e U C R", indica l'insieme di tutte le funzioni continue definite
nell’intervallo [a, +00) e a valori in U (analogamente si definiscono gli insiemi C(—o0, +00, U)
e C(—00,b,U))

e C(a,+00,U), dove a € R e U C R", indica 'insieme di tutte le funzioni continue a tratti
a valori in U definite nell’intervallo [a,+00) (si ricorda che una funzione si dice continua a
tratti sull’intervallo [a, +00) se & continua a tratti in ogni intevallo compatto [, b] C [a, +00);
analogamente si definiscono gli insiemi C(—o0, +00,U) e C(—00,b,U)






Capitolo 1

Considerazioni generali sui sistemi

1.1 La nozione astratta di sistema

Qualunque sia la loro natura, i fenomeni osservabili nel mondo reale coinvolgono di regola diverse
grandezze, e risultano dall’interazione di varie componenti: per questo si usa il termine generico
“sistema”.

Le conoscenze acquisite sperimentalmente a proposito di un determinato sistema fisico vengono
spesso sintetizzate attraverso la messa a punto di un modello matematico: in questo modo posso-
no essere facilmente comunicate ed elaborate in termini qualitativi o numerici, ed eventualmente
utilizzate per “controllare” 1’evoluzione del sistema stesso.

In queste lezioni il termine “sistema” sara quasi sempre riferito al modello matematico, piuttosto
che al fenomeno reale che questo vuole rappresentare. Senza nessuna pretesa di imbarcarci in una
definizione assiomatica, cercheremo di introdurre il concetto di sistema descrivendone gli aspetti
principali e le modalita di utilizzo.

1.1.1 L’operatore ingresso-uscita

Caratteristica principale di ogni sistema fisico & quella di evolversi nel tempo, cioe di modificare il
proprio stato col trascorrere del tempo. Responsabili di tale evoluzione sono in generale le forze e
i vincoli interni al sistema, e le sollecitazioni eventualmente imposte dall’esterno.

Per descrivere matematicamente un sistema fisico, € necessario che lo stato del sistema, le
eventuali sollecitazioni esterne e le informazioni che il sistema ci fornisce sul proprio stato possano
essere rappresentate per mezzo di grandezze numeriche variabili (nel tempo). In definitiva, per
rappresentare un sistema e necessario assegnare:

1) un insieme 7 di tempi

2) un insieme U di “ingressi”

3) un insieme X" di “stati”
)

4) un insieme Y di “uscite”.

Le sollecitazioni imposte dall’esterno (dette anche ingressi o input) sono quindi descritte da
funzioni u(-) € F(7,U). Le informazioni fornite dal sistema sul proprio stato (dette anche uscite

9
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o output) sono rappresentate da funzioni y(-) € F(7,)), mentre lo stato & rappresentato da una
funzione z(-) € F(7, X).

L’uscita dipende naturalmente dall’ingresso. Il sistema agisce quindi come un operatore (uni-
voco) R che trasforma ogni funzione di ingresso u(-) € F(7,U) in una funzione di uscita y(-) €
F(T,Y). Scriveremo pertanto

y(-) =R(u(-)), con R:F(T,U)— F(T,Y).

L’operatore R si chiama anche operatore ingresso-uscita. Nella teoria dei sistemi si fa talvolta
uso di diagrammi a blocchi; a tal fine, un operatore R si rappresenta graficamente mediante la
figura

Un operatore ingresso-uscita R non ¢ necessariamente definito per ogni u(-) € F(7,U). Per
esempio, in talune applicazioni, le funzioni di ingresso devono sottostare a vincoli che la natura
del problema impone sia sui valori che esse possono assumere, sia sul loro carattere funzionale. Il
sottoinsieme di F(7,U) formato da tutte le funzioni che soddisfano le condizioni richieste costituisce
il domino di R e si chiama insieme degli ingressi ammissibili.

Osservazione 1.1 Nel rappresentare un sistema come un operatore R univoco, si suppone impli-
citamente di avere una conoscenza completa del funzionamento del sistema stesso. Questo, nella
realta, non € quasi mai vero. Di regola, I'uscita di un sistema ¢ infatti influenzata da fattori dei
quali non si e tenuto conto nella modellizzazione, o da incertezze e imprecisioni nell’identificazione
dei parametri, o da eventi di natura aleatoria. Situazioni di questo genere, tuttavia, non sarano
trattate in questo corso.

Seguono alcuni commenti sulla natura degli insiemi 7, U, X, ).

1.1.2 Tempo discreto e tempo continuo

L’insieme dei tempi 7 puo essere un qualunque insieme totalmente ordinato dotato di una struttura
di gruppo. In pratica vi sono due possibili scelte: 7 = Z oppure 7 = R.. Nel primo caso si parla di
sistemi in tempo discreto, e le funzioni che descrivono 'ingresso, I'uscita e lo stato sono in realta
delle successioni. Nel secondo caso si parla di sistemi in tempo continuo. Molto spesso, uno stesso
sistema, fisico puo essere rappresentato sia da un modello in tempo discreto che da uno in tempo
continuo (cio dipende dagli scopi e dai mezzi impiegati per la modellizzazione). In questo corso, ci
occuperemo quasi esclusivamente di modelli a tempo continuo.
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1.1.3 Spazio degli ingressi

Tra le variabili di ingresso, & opportuno fare delle distinzioni. Alcune di queste sono infatti identifica-
bili come segnali che sfuggono al controllo dell’operatore (disturbi), altre come segnali di riferimento
(cioe funzioni di uscita ideali alle quali 'uscita effettiva il sistema si deve adeguare), altre infine co-
me controlli veri e propri, cioe segnali mediante i quali I’'operatore puo influenzare il comportamento
del sistema e quindi la funzione d’uscita.

In generale, € conveniente ordinare le variabili di ingresso in modo da poterle rappresentate
come componenti di un vettore. E quindi naturale supporre che I'insieme degli ingressi U possieda
una struttura di spazio vettoriale reale.

1.1.4 Spazio delle uscite e spazio degli stati

Anche le variabili di uscita e di stato, come quelle in ingresso, vengono ordinate e rappresentate
come vettori. Quindi anche gli insiemi ) e X dove prendono valore le funzioni di uscita e di stato
conviene che siano degli spazi vettoriali.

Spesso, anche nelle applicazioni pitt comuni, le variabili di stato sono pitt numerose delle variabili
di ingresso e di uscita, e sono difficili da identificare in quanto la funzione x(t) che ne rappresenta
I’evoluzione non e direttamente disponibile all’osservatore, il quale pud misurare solo gli ingressi e
le uscite. A volte conviene pensarle come idealizzazioni matematiche inerenti al modello.

Vediamo adesso, per ora in maniera molto schematica, come si pud operare con e sui sistemi.

1.1.5 Connessione di sistemi

E importante saper operare con i sistemi, stabilendo delle connessioni oppure decomponendoli in
sottosistemi. I tipi fondamentali di connessione, a cui abbiamo gia fatto implicitamente riferimento,
sono tre.

1) Cascata (o serie): 'ingresso coincide con l'uscita di un altro sistema

Indicando con R, Ra, R gli operatori che rappresentano, rispettivamente, il primo sistema,
il secondo sistema e il sistema risultante dalla connessione, si ha R = Ry o Ry, dove o indica
il prodotto di composizione.

2) Parallelo: due sistemi hanno lo stesso ingresso e contribuiscono entrambe a determinare I'uscita
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Indicando come prima con R;, Ra2, R gli operatori che rappresentano, rispettivamente, il
primo sistema, il secondo sistema e il sistema risultante dalla connessione, questa volta si ha
R =R1+ Ro.

3) Retroazione (o feedback): I'uscita del primo sistema viene letta dal secondo sistema, elaborata,
addizionata ad eventuali altri input esterni e quindi re-immessa nel canale di ingresso del
primo sistema.

Adesso, 'operatore R che rappresenta la connessione di Rq e Ro ¢ definito implicitamente
dalla relazione y(-) = R1(Ra(y(-) + u(-))).

Combinando questi tipi di connessioni, si possono ottenere schemi molto generali.

1.1.6 Analisi dei sistemi

Scopo dell’analisi dei sistemi € essenzialmente quello di studiare le proprieta dell’operatore ingresso-
uscita per varie classi di sistemi. In particolare ha interesse dare delle stime dell’energia trasportata
dal segnale di uscita, in funzione dell’energia trasportata dal segnale in ingresso. Per poter fare cio,
bisogna che ingressi e uscite vengano presi in spazi vettoriali dotati di norme opportune. Indichiamo
rispettivamente con || - ||y e con || - ||y le norme che si € ritenuto opportuno introdurre sullo spazio
degli ingressi U e sullo spazio delle uscite U.

Il sistema dato, o 'operatore R che lo rappresenta, si dice I/O stabile (rispetto alle norme || ||z
e || - ||y) se esiste una funzione

a(r) : [0, +00) — [0, +00)

continua e non-decrescente tale che

lyOlly < allful-)ll)

per ogni u(-) € Y. La costante a(0) prende il nome di distorsione, mentre la funzione a(r) — a(0)
si chiama funzione-guadagno.
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Nell’analisi dei sistemi ¢ di fondamentale importanza conoscere le condizioni sotto le quali
un sistema ¢ I/O stabile rispetto agli ingressi e, nel caso affermativo, ricavare informazioni sulle
caratteristiche della funzione a.

1.1.7 Controllo dei sistemi

11 progetto (design) del sistema (o sintesi) consiste nel determinare una strategia di controllo, da
esercitare utilizzando il canale di ingresso, in modo che 'uscita del sistema sia il pitt vicina possibile
a quella desiderata.

Genericamente, esistono due possibili tipi di strategie di controllo.

1) Controllo a circuito aperto: il controllo viene implementato costruendolo direttamente come
funzione del tempo u : 7 — U.

2) Controllo a circuito chiuso: il controllo viene implementato costruendo un secondo sistema e
realizzando una connessione in retroazione.

Il secondo tipo ¢ in generale preferibile (si parla anche di controllo automatico) in quanto
mette il sistema in grado di autoregolarsi, in caso di perturbazioni impreviste, anche senza la
presenza costante di un operatore umano. Nel controllo a circuito chiuso infatti, I'uscita del sistema
principale, denominato impianto e rappresentato da un operatore Ry : F(7,U) — F(7,)), viene
confrontata col segnale di riferimento. Quando la differenza tra le due funzioni diventa troppo
sensibile, il secondo sistema, denominato compensatore o controllore e rappresentato da un operatore
Re : F(T,Y) — F(T,U), comunica all'impianto le correzioni necessarie.

Talvolta e possibile accedere direttamente allo stato del sistema, e quindi realizzare il compen-
satore come un operatore R¢ : F(7,X) — F(T,U). Per distinguere tra le due situazioni, si parla
di retroazione dell’uscita nel primo caso e di retroazione dello stato nel secondo.

1.2 Proprieta dei sistemi

In questo corso ci occuperemo principalmente di sistemi lineari: si tratta di una classe molto par-
ticolare di sistemi, per i quali ¢ disponibile una teoria relativamente sviluppata e completa, e della
quale sono note numerose e importanti applicazioni. Arriveremo piu avanti a definire cosa si intende
per “sistema lineare”.

In questo paragrafo, facendo per il momento ancora riferimento al caso generale, ci proponiamo
di discutere le proprieta che & ragionevole aspettarsi, affinché un operatore R : F(7,U) — F(7,))
sia effettivamente rappresentativo di un sistema fisico.

1.2.1 Condizioni iniziali

L’idea di interpretare un sistema come un operatore

R:F(T,U)— F(T,))

¢ molto semplice ma non del tutto soddisfacente. Nelle pitt comuni applicazioni infatti, gli ingressi
non sono noti su tutto ’asse dei tempi, ma solo a partire da un certo istante tg € 7, fissato una
volta per tutte e chiamato istante iniziale. In generale, ha interesse studiare ’evoluzione futura del
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sistema, e cioe le relazioni che intercorrono tra l’ingresso e 1'uscita per ¢ > t3. Ma per determinare
tale evoluzione, sara allora necessario conoscere almeno lo stato xg € X a cui si trovava il sistema
all’istante iniziale tg. In questa ottica, conviene interpretare ’operatore ingresso-uscita come un
operatore “inizializzato” R(to, xo)(u(-)) che trasforma funzioni u : {t € T : t > to} — U in funzioni
y:{teT t >t} — Y, escrivere y(-) = R(to, zo)(u(-)).

1.2.2 Sistemi deterministici

Possiamo immaginare che nelle condizioni iniziali, cioeé nel dato della coppia (tg,z9) € T x X,
venga riassunta tutta la storia passata del sistema. In linea di principio, niente vieta di ritenere che
uno stesso stato xy possa essere raggiunto dal sistema al tempo ¢y seguendo evoluzioni diverse, e
che I'eventuale diversita dell’evoluzione passata abbia influenza su quella futura. Ha pertanto senso
dare la seguente definizione.

Si dice che un operatore ¢ deterministico se Vtg € T,

ul(t) = UQ(t) Vit >toexr =19 — yl(t) = yg(t) Vit > 1o
dove y1(-) = R(to, z1)(u1(+)) e y2(-) = R(to, z2)(u2(")).

Per esempio, in accordo con questa definizione, vanno considerati non deterministici i cosiddetti
sistemi con memoria (o con ritardo), nei quali il comportamento per ¢ > tp dipende non solo
dallo stato in cui si trova il sistema al tempo tg, ma anche da tutti quegli stati che il sistema ha
attraversato al trascorrere del tempo da un certo istante ¢ty — 7 fino a tg. Sistemi con memoria sono
molto importanti nelle applicazioni, ma la loro trattazione va al di la degli scopi di questo corso.

Nel seguito dunque, parlando di “operatori” o di “sistema” intenderemo sempre, senza bisogno
di specificarlo, “operatori” o “sistemi” deterministici.

1.2.3 Operatori causali
Si dice che un operatore inizializzato R(to,xo) € causale (o non-anticipativo) se Yty € T,Vt >
to, Vg € X

u1(s) = ua(s) per to < s <t = y1(t) = y2(t)
dove y1(-) = R(to, zo)(u1(-)) e y2(-) = R(to, xo)(uz(-)). Di regola, i sistemi che si incontrano nelle
applicazioni pratiche sono causali.

1.2.4 Operatori invarianti nel tempo

Si noti che il comportamento di un sistema dal punto di vista delle relazioni ingresso-uscita puo
dipendere dall’istante iniziale tg. Quando cio effettivamente accade, si dice che il sistema, o 'ope-
ratore che lo rappresenta, e tempo-variante. Diremo invece che un sistema & invariante nel tempo
(o stazionario, o anche autonomo) se Vtg,0 € T, Vo € X, per ogni ingresso ammissibile u(-), posto

v(t) =u(t+6), y(-) =R(to, zo)(u(-)), 2(-) =R(to —0,20)(v(-))

si ha

z(t) =y(t+0) .
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Anche se i sistemi tempo-varianti hanno molta importanza nelle applicazioni (soprattutto ai
fenomeni biologici) in questo corso ci occuperemo quasi esclusivamente di sistemi invarianti nel
tempo.

Proposizione 1.1 Sia R un operatore inizializzato invariante nel tempo, e sia y(-) = R(to, o) (u(+)).
Allora,

y(t) = =(t — to)
dove z(+) = R(0,x0)(v(+)), e v(t) = u(t + to).

In altre parole, quando si ha a che fare con operatori invarianti nel tempo non & restrittivo
assumere che 'istante iniziale coincida con 'origine dell’insieme dei tempi.

1.3 Sistemi dinamici

In questo paragrafo circoscriveremo 1’oggetto dei nostri studi ai quei sistemi modellizzati per mezzo
di equazioni differenziali ordinarie in dimensione finita; essi si chiamano anche sistemi dinamici
(differenziali).

1.3.1 Sistemi dinamici finito-dimensionali

Si dice che un sistema & finito-dimensionale quando le variabili di ingresso, di stato e di uscita
possono essere rappresentate come vettori con un numero finito di componenti reali, ovvero X = R",
U=R", Y = RP, essendo n, m,p numeri interi assegnati, maggiori o uguali ad 1. In particolare,
il sistema si dice di tipo SISO (single-input-single-output) quando m = p = 1; altrimenti si dice di
tipo MIMO (multi-input-multi-output).

Come abbiamo gia accennato, nelle applicazioni pitt comuni n € piu grande di m e p.

1.3.2 Ingressi ammissibili

Trattandosi di sistemi dinamici, per funzione di ingresso ammissibile si intendera sempre una fun-
zione u(-) € c (—o0, 400, R™). Tuttavia, per certe applicazioni, ¢ necessario limitare gli ingressi
ammissibili alle funzioni u(-) € C(—o0,+00,U), dove U & un sottoinsieme limitato non vuoto di
R dato una volta per tutte. Il ruolo di U & quello di rappresentare eventuali limitazioni sull’energia
disponibile per esercitare il controllo.

1.3.3 Equazioni di stato

Si suppongano date due funzioni

f(z,u,t) : R" x R™ x R — R"

h(z,t): R" x R — RP .

Un sistema dinamico & definito dal sistema di equazioni (dette anche equazioni di stato)
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&= CC% = f(x,u,t) (1.1)

e dalla funzione d’osservazione'

y = h(z,1) . (1.2)

Per ogni data funzione di ingresso ammissibile u(t), la (1.1) diventa un sistema di equazioni
differenziali ordinarie del primo ordine in forma normale

&= [z, u(t),t) = g(x,t) . (1.3)
A proposito delle funzioni f e h, assumeremo sempre che:

e f sia continua e dotata di derivate parziali prime continue rispetto ad x, continua rispetto a
u, e continua a tratti rispetto a t;

e h sia continua rispetto a x, e continua a tratti rispetto a t.

Sotto tali ipotesi, per ogni coppia di valori iniziali (¢g,z9) € R x R"™ e per ogni ogni funzione
di ingresso ammissibile esiste un’unica soluzione locale del problema di Cauchy

= g(x,t)
{x(to) =ux0 . (1.4)

Questo significa che esiste almeno un intervallo non degenere I (o € I) ed esiste un’unica
funzione z(t) : I — R tale che (Cil—f(t) = g(x(t),t) per ogni t € I e x(tg) = xo. Se inoltre esistono
funzioni continue a(t) e b(t) tali che

1S (@, u, )] < a(@)]|2]] + b(2)

per ogni (z,u,t) € R™ x R™ x R, allora ogni soluzione locale puo essere prolungata, conservando
I'unicita, sull’intero asse reale.

Volendo esplicitare la dipendenza della soluzione del problema (1.4) dallo stato iniziale e dal-
I'ingresso, useremo la notazione

x = x(t;to, zo, u(-)) . (1.5)

Per mezzo della rappresentazione (1.5), possiamo enunciare alcune proprieta, che corrispondono
ad aspettative fisicamente naturali.

x(to; to, vo,u(-)) =x0 Vo, zo,u(-) (1.6)

x(tg; to, o, w()) = x(tQ; tl, I(tl; t(), Zo, u()), ’U()) (1.7)

ove la funzione di ingresso w : [to, t2] — U € ottenuta giustapponendo le funzioni w : [tg, 1] — U e
v [t1, ta] — U cioe:

'Per certe applicazioni, ¢ talvolta utile considerare funzioni di osservazione della forma pitl generale y = h(z,u, t).
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[ u(t) perté€ [ty t1)
(t) = {v(t) ger te [t?,t;]

L’operatore ingresso-uscita associato al sistema dinamico (1.1), (1.2)

y(+) = Rto, zo)(u(:)) (1.8)

si definisce come y(t) = h(xz(t; to, xo,u(-)),t) per ogni t > to. In analogia con (1.5) useremo talvolta
la notazione

y = y(t;to, zo,ul(")) . (1.9)

Proposizione 1.2 Nelle ipotesi indicate sopra a proposito di f e h, il sistema dinamico (1.1),
(1.2) definisce un operatore ingresso-uscita (1.8) deterministico e causale sull’insieme degli ingressi
ammissibili. Inoltre, l'uscita y(t) é una funzione continua a tratti (e addirittura continua, se h non
dipende esplicitamente da t e u)

Proposizione 1.3 L’operatore ingresso-uscita (1.8) definito dal sistema dinamico (1.1), (1.2) ri-
sulta invariante nel tempo se le funzioni f e h non dipendono esplicitamente dal tempo. Ossia, se

flx,u,t) = f(z,u) e h(z,t) = h(zx).

Dimostrazione Sia u(t) un ingresso ammissibile. Data una coppia di valori iniziali (¢o,x), sia z(t) la
corrispondente soluzione dell’equazione (1.1) e sia y(¢) = h(x(t)). Sia infine § un numero reale dato.
Posto ug(t) = u(t — 0) e xg(t) = z(t — 0), si ha

L (1) = (i~ 6) = [(alt — ), ult — 6)) = Flao(t),uo(0) .

In altre parole, x¢(t) coincide con la soluzione relativa all’ingresso traslato ug(¢) e alle condizioni iniziali
(to + 0, xz¢). Posto infine z(t) = h(xy(t)), & chiaro che z(t) coincide con yy(t) = y(t — 0).

1.4 Sistemi lineari

Nella teoria matematica dei sistemi, un ruolo di rilievo spetta, sia dal punto di vista storico che dal
punto di vista delle applicazioni, ai sistemi rappresentabili mediante operatori lineari.

Definizione 1.1 Supponiamo che U, Y, X siano spazi vettoriali. Un operatore inizializzato R
invariante nel tempo si dice lineare se Va1, x9 € X, Yuy(-),us(:) € F(T,U), Yai,as € R si ha

R(O, a1r1 + a2x2)(a1u1(-) + OQUQ(-)) = 0517?,(0, xl)(ul()) + OQR(O, xg)(UQ()) .

Definizione 1.2 Un sistema dinamico finito-dimensionale e invariante nel tempo, definito da
equazioni del tipo (1.1), (1.2), si dice lineare quando

f(x,u) = Az + Bu and h(z)=Cz

dove A, B,C sono matrici a elementi reali di dimensioni, rispettivamente, n X n, n X m, p X n.
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Proposizione 1.4 Dato un sistema dinamico

{szm—kBu (1.10)

y=_Cz,

lineare nel senso della Definizione 1.2, l'operatore ingresso-uscita associato (1.8) ¢ lineare, nel senso
della Definizione 1.1.

La dimostrazione della Proposizione 1.4 sara data piti avanti.



Capitolo 2

Sistemi non forzati

Un sistema si dice non forzato quando I'ingresso u € identicamente posto uguale a zero. Un sistema
non forzato puo comunque presentare un’evoluzione nel tempo: per effetto dell’energia inizialmente
accumulata nel sistema lo stato iniziale non corrispondera infatti, in generale, ad uno stato di
riposo. Nell’analisi delle proprieta di un sistema, lo studio del comportamento in assenza di termini
forzanti costituisce, di regola, una delle fasi piti importanti e, comunque, preliminare.

Scopo di questo capitolo € l'introduzione di alcune proprieta rilevanti nella caratterizzazione
del comportamento qualitativo “a lungo termine” dei sistemi dinamici non forzati. Poiché tali
proprieta riguardano la variabile di stato, possiamo ignorare almeno per il momento la funzione di
osservazione h (o meglio, supporre che h sia l'identita). Faremo sempre riferimento ad un sistema
finito-dimensionale, a tempo continuo e invariante nel tempo.

In definitiva, ai fini di questo capitolo 'oggetto delle nostre attenzioni si riduce a un sistema di
equazioni differenziali (in generale, non lineari)

&= f(2,0) = f(x) . (2.1)

A proposito della (2.1), in accordo con quanto fatto nel capitolo precedente, supporremo che f
sia definita, continua e dotata di derivate parziali prime continue per ogni x € R", e che inoltre
soddisfi una disuguaglianza del tipo

f(@)I] < allz][ + b

per certe costanti positive a, b. Sappiamo che sotto queste condizioni & garantita, per ogni condizione
iniziale (to, xo), esistenza, unicita e prolungabilita all’infinito della soluzione al problema di Cauchy.

2.1 La mappa di flusso

Ogni soluzione della (2.1) puo essere interpretata come una parametrizzazione di una curva di R".
Per ogni t € R, posto z = ¢(t), il vettore tangente a tale curva in x coincide con f(z). Per questa
ragione una funzione f : R™ — R™ (o meglio, I'equazione differenziale autonoma da essa definita)
si chiama anche un campo vettoriale.

Il sostegno di una curva parametrizzata per mezzo di una soluzione di un sistema autonomo
prende anche il nome di orbita o traiettoria. Bisogna fare attenzione a non confondere il grafico di
una soluzione ¢(t), che ¢ un sottoinsieme di RxR", con lorbita di (), che coincide con I'immagine
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Figura 2.1: Due soluzioni e loro proiezione

©(R) e che € un sottoinsieme di R™. Per chiarire ulteriormente, osserviamo che 'orbita di ¢ non &
altro che la proiezione ortogonale su R™ del grafico di ¢ (si veda la Figura 2.1).

Come abbiamo gia osservato, nelle nostre ipotesi la (2.1) ha un’unica soluzione per ogni condi-
zione iniziale assegnata. Possiamo formulare tale proprieta, tenendo conto della sua validita globale,
scrivendo che date due soluzioni globali, x = ¢(t) e z = ¥ (t) della (2.1),

S B =v(d) — e)=u(t) VteR. (2.2)

Da un punto di vista geometrico, la (2.2) ci dice che se i grafici di due soluzioni hanno un punto
in comune, allora coincidono.

Lemma 2.1 Sia p(t) una soluzione di (2.1) e sia T € R. Allora anche la funzione ¥(t) = p(t+T)
¢ una soluzione. Viceversa se ¢ e ¢ sono due soluzioni della (2.1),

Site s p(h) = U(ts) = (t) = p(t+T) VEER | (2.3)
dove si € posto T =t1 — ts.
Dimostrazione La prima affermazione ¢ un caso particolare della Proposizione 1.2 del capitolo precedente.

Per quanto riguarda la seconda, si ponga T' = t1 — to e x(t) = ¢(t + T'). Chiaramente, x(¢) & una soluzione.
Essa soddisfa alla condizione iniziale

X(t2) = o(t2 +t1 —t2) = p(t1) .

Ma anche () ¢ la soluzione e, per ipotesi, soddisfa alla stessa condizione. In conseguenza dell’unicita
delle soluzioni, si ha allora

Xt =t +T)=v(t) VteR.
1

Si puo interpretare la prima affermazione del lemma dicendo che traslando grafici di soluzioni si
ottengono ancora grafici di soluzioni. Tutte le soluzioni ottenute in questo modo sono ovviamente
parametrizzazioni equivalenti della stessa curva: ad esse corrisponde dunque una stessa orbita (si
veda ancora la Figura 2.1). La seconda affermazione del lemma puo anzi essere interpretata dicendo
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che se due orbite hanno un punto in comune, esse devono coincidere (a questo proposito, si faccia
ben attenzione alla differenza tra la (2.2) e la (2.3)). Dunque, per ogni punto di R™ passa una e
una sola orbita.

Per indicare la soluzione del problema di Cauchy

= /()
{xw) = o (24)

si adotta spesso la notazione

x = x(t, xo) (2.5)

che ha il vantaggio di evidenziare, oltre alla variabile temporale ¢, anche lo stato iniziale x(. La
(2.5) definisce una funzione da R x R™ — R™, a cui si da il nome di mappa di flusso generato dal
campo vettoriale f. Essa puo essere interpretata come una funzione di ¢ per ogni dato zg, oppure
come una funzione da R™ in R" parametrizzata da t. Confrontando le due notazioni (1.5) e (2.5)
si osserva che

$(t,$0) = fB(t, 0,.1'0, O) .

Osservazione 2.1 Un piccolo commento sulle notazioni. La scelta di indicare con x la mappa di
flusso non e certo delle piu felici: propriamente, la lettera x dovrebbe infatti essere usata per le
variabili di stato, cioé per i valori che la mappa di flusso assume. Per di pitu, abbiamo gia usato la
x con un significato ancora diverso nella (1.5). L’introduzione di nuovi simboli comporta, d’altra
parte, il rischio di complicazioni e appesantimenti in vista dei futuri sviluppi, rendendo preferibile
questo piccolo abuso che, per altro, facendo attenzione alla notazione completa e al contesto, non
dovrebbe essere fonte di equivoci.

Osservazione 2.2 Mentre nella (1.5) le variabili temporali ¢g,¢ vanno pensate come degli istanti
(cioé come ascisse sull’asse dei tempi), nella (2.5), la variabile ¢ va piuttosto pensata come la
lunghezza dell’intervallo di tempo necessario per operare il trasferimento di stato indicano.

1
Proposizione 2.1 La mappa di flusso del campo vettoriale f soddisfa le proprieta
x(0,20) = g (2.6)
e
x(t, z(s,x0)) = xz(t + s, x0) (2.7)

qualunque siano t,s € R e xg € R".
Dimostrazione La (2.6) segue immediatamente dalla (1.6)

CC(O,ZIJ()) = 5”(070’370) = Zo -

Per quanto riguarda la (2.7) osserviamo che

x(t,z(s,x0)) = x(t + s;8,2(s;0,20)) = 2(t + 5;0,20) = 2(t + 5, 20)
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in virtu della (1.7).

2.2 Punti d’equilibrio e stabilita nel senso di Liapunov

Dato un sistema dinamico invariante nel tempo e non forzato (2.1), si dice che £ € R™ ¢ un punto
d’equilibrio se la funzione costante ¢(t) = & € una soluzione. Tali punti si dicono anche punti critici
o punti singolari. Se T & un punto d’equilibrio, allora l’orbita passante per Z si riduce a {Z}.

Proposizione 2.2 Un punto T ¢é d’equilibrio se e solo se f(z) = 0.

Un punto d’equilibrio Z si dice isolato se esiste un intorno O di z tale che f(z) # 0 per ogni
x € O,z # Z. Nel seguito, z indichera sempre un punto d’equilibrio isolato dal sistema (2.1).

Definizione 2.1 Si dice che T ¢ un punto d’equilibrio stabile (nel senso di Liapunov) per il sistema
(2.1) se Ve >0 35>0:

lzo — || <0 = J|lz(t;mo) —Z|| <e, VE>0

La Definizione 2.1 richiede che le soluzioni di (2.1) corrispondenti a condizioni iniziali sufficien-
temente vicine a Z siano definite per ogni ¢t > 0.

Definizione 2.2 Si dice che T é un punto d’equilibrio attrattivo se esiste un 6o > 0 tale che

lim x(t;z0) =2 (2.8)

t——+o0

per ogni stato iniziale xy per cui ||zg — Z|| < do.

Definizione 2.3 Se T ¢ allo stesso tempo un punto d’equilibrio stabile e attrattivo, si dice che e
asintoticamente stabile. Se inoltre la (2.8) vale per ogni v € R", T si dira globalmente asintotica-
mente stabile. Infine, se la convergenza delle soluzioni verso T ha carattere esponenziale, e cioé se
esistono M > 0, a > 0 tali che

lz(t; m0) — Z|| < Me™ ™ Vxo con ||zg — Z| < do

st parla di stabilita esponenziale.



Capitolo 3

Stabilita dei sistemi lineari non forzati

In questo capitolo continueremo ad occuparci di sistemi dinamici lineari non forzati

i= Az (3.1)

ove A & una matrice quadrata di ordine n a elementi reali e x € R"™. Ci concentreremo in particolare
sul problema della stabilita.

3.1 Posizioni d’equilibrio

Le posizioni d’equilibrio del sistema (3.1) sono tutte e sole le soluzioni dell’equazione Az = 0.
Quindi il sistema (3.1) ha sempre una posizione d’equilibrio per z = 0. Tale posizione d’equilibrio
¢ unica (quindi isolata) se e solo se det A # 0. Altrimenti si ha un’infinita di posizioni d’equilibrio
(nessuna delle quali isolata), il cui insieme forma un sottospazio di R".

Osservazione 3.1 Supponiamo che esista un punto T # 0 tale che ATz = 0. Con riferimento al
sistema (3.1), T é una posizione d’equilibrio stabile se e solo se ’origine é una posizione d’equilibrio
stabile.

Infatti, posto y =x — T, si ha

Le deviazioni di x rispetto a T, ovvero le deviazioni di y rispetto alla posizione y = 0, vengono
quindi determinate dallo stesso sistema di equazioni che determina le deviazioni di x rispetto alla
posizione x = 0.

Osservazione 3.2 Se un punto d’equilibrio é attrattivo per il sistema (3.1), allora deve essere
isolato. Dunque se A & singolare, non ci sono posizioni d’equilibrio attrattive. Pertanto, se il sistema
(3.1) possiede una posizione d’equilibrio attrattiva T, allora T = 0.

Le due osservazioni precedenti portano a concludere che nello studio della stabilita e della
stabilita asintotica dei sistemi lineari, non e restrittivo limitarsi all’origine.

Osservazione 3.3 Se l'origine & stabile [rispettivamente, asintoticamente stabile] per il sistema
(3.1) allora lorigine é stabile [rispettivamente, asintoticamente stabile] per tutti i sistemi linear-
mente equivalenti a (3.1).
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Dimostrazione Sia B = P~'AP e sia t(t) una generica soluzione del sistema ¢ = By. Fissiamo ¢ > 0, e
sia ¢’ = ¢/||[P~!|. Poiché (3.1) & stabile nell’origine, esiste un ¢’ > 0 tale che [¢(0)| < &' = |lp(t)|| < &’
per ogni t > 0. Poniamo ¢ = ¢'/||P||. Allora

1B <6 =l = 1PLO)I < 1P| - [¥(0)] < ¢

da cui

@I < IP~H - lle@)] <e

Infine, supponiamo che lim; 1 ¢(t) = 0 per una data soluzione di (3.1). Preso 0 > 0 e posto ¢’ =
a/||P~||, esiste allora T' > 0 tale che

t>T= |e@)| <o

e di qui segue |[¢(t)|| < [|[P7L| - [|¢(t)]| < o. A questo punto non ¢ difficile completare il ragionamento.
1

3.2 Criteri di stabilita

Per i sistemi lineari invarianti nel tempo, lo studio della stabilita puo essere ricondotto ad un
problema puramente algebrico.

Teorema 3.1 Se tutti gli autovalori di A hanno parte reale negativa allora 'origine & un punto
d’equilibrio globalmente e esponenzialmente stabile per il sistema (3.1).

Viceversa, se l’origine é un punto d’equilibrio (localmente) attrattivo per il sistema (3.1), allora
tutti gli autovalori di A hanno parte reale negativa.

Dimostrazione Supponiamo che gli autovalori di A siano tutti con parte reale negativa. Allora nella (B.15)
si puo scegliere « e kg in modo che ap < a < 0. Che l'origine sia globalmente e esponenzialmente attrattiva,
¢ una conseguenza immediata. Per quanto riguarda la stabilita, facciamo ancora ricorso alla (B.15). Come
gid osservato, a si pud prendere negativo; per ¢t > 0, si ha allora e®* < 1. Dunque, per ogni € > 0, ¢ sufficiente
prendere ¢ = ¢/kg.

Supponiamo ora che l'origine sia localmente attrattiva. Esiste dunque un intorno dell’origine con la
proprieta che tutte le soluzioni corrispondenti ad uno stato iniziale appartenente a tale intorno, devono
tendere a zero per t — 400. Procediamo per esclusione.

Cominciamo a supporre che vi sia un autovalore A con parte reale strettamente positiva.

Se A ¢ reale e se v & un autovettore corrispondente (ovviamente anch’esso reale) allora si ha una soluzione
della forma e*wv. Si noti che v pud essere preso di norma arbitrariamente piccola.

Se invece A = a + 13 ¢ complesso, allora si ha una soluzione della forma

e**[(cos Bt)u + (sin ft)w] ,
dove u,w sono certi vettori reali, che possono essere presi di norma arbitrariamente piccola, e o > 0. In
entrambi i casi, queste soluzioni sono non limitate per ¢ > 0. Cio contraddice I'ipotesi.
In modo analogo si esclude la possibilita di autovalori A con parte reale nulla. In tal caso infatti o A = 0,
e allora vi sarebbe una soluzione costante non nulla, oppure A &€ un numero puramente immaginario, e allora

vi sarebbe una soluzione periodica del tipo (cos St)u + (sin t)w che & limitata ma non tende a zero.
1

Dal Teorema 3.1 e dalla sua dimostrazione si deducono altre informazioni, che possono essere
riassunte nel modo seguente.
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e La condizione che la matrice A abbia tutti i suoi autovalori con parte reale strettamente
negativa ¢ necessaria e sufficiente affinché ’origine sia un punto d’equilibrio asintoticamente
stabile per il sistema lineare (3.1).

e L’origine, se ¢ localmente attrattiva per il sistema lineare (3.1), allora lo ¢ anche globalmente
e esponenzialmente.

e Per un sistema lineare, se 'origine € un punto d’equilibrio localmente attrattivo, allora e
anche stabile.

Puo invece darsi il caso di un sistema lineare con un punto d’equilibrio stabile non attrattivo;
per esempio, £ = 0 con = € R, le cui soluzioni sono tutte costanti, oppure il sistema dell’Esempio
B.1, le cui soluzioni sono tutte periodiche.

Un’altro fatto che si desume dalla dimostrazione del Teorema 3.1 & che se c¢’¢ anche un solo
autovalore di A con parte reale positiva allora l'origine & instabile. A questo punto, resta solo da
prendere in considerazione il caso in cui tutti gli autovalori di A hanno parte reale non positiva, e
ce n’e almeno uno con parte reale esattamente uguale a zero.

Teorema 3.2 Le sequenti affermazioni sono equivalenti:

(1) Gli autovalori di A hanno tutti parte reale non positiva, e gli eventuali autovalori con parte
reale nulla hanno la molteplicita algebrica coincidente con quella geometrica;

(7i) la matrice esponenziale etA ¢ limitata in norma pert > 0;
(791) L’originre é stabile per il sistema (3.1).

Dimostrazione (i) = (i) Se gli autovalori di A hanno tutti parte reale non positiva, e se gli eventuali
autovalori con parte reale nulla hanno la molteplicita algebrica uguale a quella geometrica, allora possiamo
applicare la (B.14) con a = ap = 0. La conclusione ¢ immediata.

(i) = (iii) Se esiste una costante ko > 0 tale che ||e!?|| < ko V¢ > 0, allora Vzo € R si ha

lle™ o]l < kollzoll - (3.2)

La definizione di stabilita ¢ soddisfatta prendendo § = ¢/ko.

Proviamo infine, per assurdo, che (#i) = (i). Sappiamo gia che se l'origine & stabile non possono
esistere autovalori con parte reale strettamente positiva. Supponiamo che vi sia un autovalore A con parte
reale nulla, la cui molteplicita geometrica sia minore di quella algebrica. Se A =10 con § # 0, vi sara almeno
una soluzione complessa della forma (cos 8t + i sin 8t)(tu + v), dove v & un autovettore associato a A, e u
¢ un autovettore generalizzato; sia v che u possono essere presi arbitrariamente piccoli. Ma allora, vi sara
anche una soluzione reale uguale a

(cos Bt)[tuy + v1] — (sin Bt)[tug + vo)

dove v1,vg,u1,us sono certi vettori reali. Tale soluzione corrisponde alla condizione iniziale & = vy, come
¢ facile verificare. Poiché u; e us non possono essere entrambi nulli, la soluzione presenta un andamento
oscillatorio, e 'ampiezza delle oscillazioni cresce al crescere di t. Abbiamo cioé identificato una soluzione non
limitata per ¢ > 0. Cio contraddice l'ipotesi di stabilita.

Il caso A = 0 si tratta in modo analogo ed ¢ lasciato al lettore.

Con ragionamenti del tutto analoghi, si puo anche provare la proposizione seguente.
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Proposizione 3.1 Le sequenti affermazioni sono equivalenti:

(i) Gli autovalori di A hanno tutti parte reale non positiva, e gli eventuali autovalori con parte
reale nulla hanno la molteplicita algebrica coincidente con quella geometrica;

(ii) tutte le soluzioni del sistema sono limitate per t > 0.

3.3 L’equazione di Liapunov

In questa sezione studieremo una diversa caratterizzazione dei sistemi lineari stabili. Ricordiamo
che una matrice P simmetrica e a coefficienti reali si dice:

e definita positiva se per ogni 0 # x € R" si ha 2t Pz > 0;
e semidefinta positiva se x* Pz > 0 per ogni z € R™.

Se le condizioni richieste si applicano alla matrice —P, allora si dice, rispettivamente, che P ¢
definita negativa, semidefinita negativa. Si dice infine che P ¢ indefinita se x* Px assume sia valori
positivi che negativi.

Teorema 3.3 Le sequenti proprieta sono equivalenti:

1. gli autovalori della matrice A hanno tutti parte reale strettamente negativa;

2. esiste una matrice reale simmetrica definita positiva P tale che per ogni soluzione non nulla
o(t) della (3.1), posto V(z) =zt Pz e g(t) = V(p(t)), si ha

Co| =—lle)I ; (33)

t=0

3. esiste una matrice reale simmetrica definita positiva P tale che

AP+ PA=—1T. (3.4)

Dimostrazione Supponiamo valida la prima affermazione e dimostriamo la seconda. Indichiamo con p;; gli
elementi della matrice P da costruire, e siano

¢1(t)> R Q/Jn(t)
le colonne della matrice esponenziale 4. Poniamo

—+oo
P = | i ()1 (s)ds -
Ogni p;; € ben definito: infatti, se gli autovalori di A hanno parte reale negativa, tutti gli elementi di eth
tendono a zero esponenzialmente e quindi l'integrale improprio converge.
Dimostriamo che la matrice P cosi costruita ha le proprieta richieste. E chiaro che P & simmetrica. Se ()
indica la soluzione corrispondente ad uno stato iniziale x = (z1,...,z,) € R™, abbiamo la rappresentazione

o(t) = ety = Z Yi(t)x; .
i=1
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Dunque,

Vi) =atr = 3 pyma = Y (f +°°¢;<s>¢j<s>ds> iy =

4,J=1 3,J=1

- / TS () (s)) iy ds =

4,J=1

400 n t n
= /0 <sz(s)xz> Zzbj(s)xj ds =

+oo
- / lo(s) 2 ds -
0

Da qui segue subito che V(0) =0 e V(x) > 0 per ogni x # 0. Resta da far vedere la (3.3). Premesso che

+oo

+oo
V(@(t))=/0 ||s0(t+8)H2d8=/ (o) do

t

si ha, qualunque sia x € R",

d d [T

Gl = 5[ eIl =

= —lle®l?],o = ~ll=l* -

Supponiamo ora valida la seconda affermazione e dimostriamo la terza. Riprendiamo la funzione V(p(t))
introdotta poc’anzi e calcoliamone la derivata in un modo diverso. Si ha

d

SV ()

() Pe(t)) = (4() Peo(t) + (0(1)* Pp(t) =
(1)) A" Pop(t) + ((1) PAp(t) -

Valutiamo questa identita per ¢ = 0 e poniamo ¢(0) = . Tenendo conto dell’ipotesi, si ha

4
dt
(¢

2 [A*P + PAlx = —atx

da cui, per I'arbitrarieta della soluzione ¢(t) scelta, segue A*P + PA = —1.
Supponiamo infine valida la terza affermazione e dimostriamo la prima. Sia A un autovalore di A, reale
o complesso, e sia Av = v (v # 0). Si ha

—oty = (AP + PA)v = (A0)*Pv + 0" PAv =
= M0*Pv+ \0*Pv = (A + \)o* Pv = 2a9* Pv

dove « indica la parte reale di A. Ora, non e difficile verificare che se P & una qualunque matrice reale
simmetrica definita positiva, e se v & un vettore (reale o complesso) diverso dall’origine, allora v*Pv > 0.
Dunque, necessariamente a < 0.

1

La (3.4) puo essere interpretata come un’equazione nell’incognita matriciale P, ed ¢ infatti nota
come equazione matriciale di Liapunov. Essa equivale ad un sistema lineare di n(n+1)/2 equazioni
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algebriche avente come incognite gli elementi di P; il Teorema 3.3 stabilisce tra I’altro che se gli
autovalori di A hanno tutti parte reale strettamente negativa, allora tale sistema e risolubile. Piu
precisamente, sotto tale condizione, la (3.4) ammette una e una sola soluzione definita positiva.

I1 seguente corollario fornisce una versione generalizzata della (3.4).

Corollario 3.1 Se gli autovalori di A hanno tutti parte reale negativa, allora per ogni matri-
ce reale simmetrica definita positiva Q, esiste una soluzione (reale, simmetrica, definita positiva)
dell’equazione

A'P+PA=-Q. (3.5)

Se per una data matrice reale simmetrica definita positiva Q, esiste una soluzione (reale,

simmetrica, definita positiva) della (3.5), allora gli autovalori di A hanno tutti parte reale negativa.
Il seguente teorema caratterizza invece la stabilita.

Teorema 3.4 Le sequenti proprietda sono equivalenti:

1. gli autovalori di A hanno tutti parte reale non positiva, e gli eventuali autovalori con parte
reale nulla hanno la molteplicita algebrica coincidente con quella geometrica;

2. esiste una matrice reale simmetrica definita positiva P tale che la matrice A*P 4+ PA ¢
semidefinita negativa.

3.4 1l criterio di Routh-Hurwitz

I risultati che abbiamo esaminato in questo capitolo mettono in evidenza l'importanza di criteri
che permettono di prevedere il segno delle radici di un polinomio. Gli autovalori di una matrice A
altro non sono infatti che le soluzioni dell’equazione algebrica che si ottiene annullando il polinomio
caratteristico. Sia dunque

PO =XN"+a A" P+ . +fan A +a,

un polinomio a coefficienti reali di grado n, monico®.

Proposizione 3.2 Condizione necessaria affinché P(\) abbia tutte le radici con parte reale nega-
tiva € che i coefficienti a; siano tutti maggiori di zero.

Dimostrazione Siano Ay, ..., A; le radici reali (negative) di P(\) e siano

(65} :I:iﬂl,...,ah:tiﬁh

quelle complesse coniugate, con aq < 0,...,ap < 0. Allora deve aversi

PO) = (A—A)M ...
= M)A = (g +1B0)) (A = (o — i) ..
= (an 1B (N — (an —16))" .

! Monico significa che il coefficiente di grado massimo & uguale ad 1. Poiché siano interessati alle radici dell’equazione
P(X) =0, non & restrittivo assumere che P(\) sia monico.
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Le coppie di binomi dove compaiono le soluzioni complesse possono essere sostituite da trinomi

M Apdta, s oAt

dove, essendo a1 < 0,...,ap < 0, tutti i coefficienti p1,...,pn, ¢1,--.,qn SONO positivi.
Eseguendo la moltiplicazione, di trova che i coefficienti di P(\) devono essere tutti positivi.

La condizione della Proposizione 3.2 & certamente anche sufficiente se il grado del polinomio &
minore o uguale a 2, ma non lo ¢ in generale. Per esempio, si ha

14Vl 1— iyl
lA—ﬂ;ﬁl.lA—;ﬁ A2 =M AT+ A+6.

Esistono vari criteri che permettono di stabilire quando un polinomio ha tutte le radici nel
semipiano {z € C: Rez < 0}. Questi vanno genericamente sotto il nome di criteri di Routh e
Hurwitz. Presentiamo, senza dimostrazione, uno di questi criteri, che si basa sul calcolo del segno
dei determinanti di n matrici Ay, Ao, ..., A, di ordine rispettivamente uguale a 1, 2, ..., n. Tali matrici
sono costruite a partire dai coefficienti di P()), secondo la seguente procedura. Innanzitutto, per
comodita di notazione, poniamo a; = 0 per ogni valore dell'indice j > n. Definiamo quindi

Al =a ,
ay as
Ao =
2 1 as )
ap asz as
As=11 ax a4 |,
aip as

ay a3 a5 ag
1 as a4 Qg
ay asz asy

0 1 as Qg

ay a3 a5 a7 Qa9

1 as a4 QAg as
As=10 a1 a3 a5 a7 | ,

0 1 as a4 ag

0 0 ay as as

e cosl via, fino all’ordine n. Osserviamo che nelle righe di posto dispari (la prima, la terza, ecc.)
si dispongono i coefficienti di indice dispari in ordine crescente, mentre nelle righe di posto pari si
dispongono i coefficienti di indice pari, sempre in ordine crescente, incluso il primo che & uguale ad
1. Gli elementi che compongono le prime due righe si ripetono nelle righe successive ma spostati
ogni volta di una posizione a destra. Le posizioni che si liberano all’inizio vengono occupate da zeri
mentre, ad ogni nuova ripetizione, viene eliminato 'ultimo elemento sulla destra della riga.

Teorema 3.5 Il polinomio P(\) ha tutte le radici nel semipiano {z € C : Rez < 0} se e solo se
tutti i determinanti delle matrici Aq, ..., A, costruite come sopra indicato, sono positivi.
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Per esempio, nel caso n = 3 la condizione si riduce a

CL1>0, a3>0, ajas —az > 0.

Il Criterio di Routh-Hurwitz si trova enunciato in questa forma o su Pontrjagin L., Equatz’ons
différentielles ordinaires, MIR 1975, oppure su Coppel W.A., Stability and Asymptotic Beha-

viour of Differential Equations, Heath Mathematical Monographs, 1965, cui si rimanda per la
dimostrazione.



Capitolo 4

Sistemi lineari con ingressi e uscite

Incominciamo ad occuparci di sistemi fisici dotati di ingressi e di uscite nella cui modellizzazione
matematica intervengono equazioni differenziali ordinarie. Ci concentreremo in particolare sulle co-
siddette proprieta strutturali dei sistemi dinamici lineari finito-dimensionali e invarianti nel tempo,
che sono definiti, come sappiamo gia, da equazioni della forma

{:’B:AJH—BU (4.1)

y=Cx
dove x € R™ rappresenta lo stato del sistema, u € R™ rapprenta l'ingresso e y € RP rappresenta
l'uscita (n, m e p interi qualunque maggiori o uguali a 1). In generale si assumono, come ingressi
ammissibili, tutte le funzioni u(-) € C(0,400,U), dove U & un sottoinsieme assegnato di R™. I
ruolo di U & quello di rappresentare eventuali restrizioni sui valori delle funzioni in ingresso. Nelle
applicazioni, accade di frequente che U ¢ limitato. Tuttavia, la maggior parte dei risultati di questo
capitolo riguardano il caso particolare in cui U = R™. Infatti, le proprieta strutturali sono quelle che
dipendono esclusivamente dal dato delle matrici A, B, C, e che quindi prescindono dalla presenza di
eventuali vincoli sulle funzioni in ingresso. Del resto, come vedremo, la conoscenza delle proprieta
strutturale e utile, e comunque preliminare, anche ai fini dello studio del caso generale in cui U &
un sottoinsieme qualunque di R™.

4.1 Insiemi raggiungibili
Il sistema di equazioni differenziali

i = Az + Bul(t) (4.2)

ha, per ogni ingresso ammissibile u(t) e per ogni stato iniziale (0) = xo, un’unica soluzione, definita
per t > 0, che indicheremo con z(t, zg, u(-)).

Il sistema (4.2) si puo pensare come un sistema di equazioni lineari non omogeneo, con termine
forzante b(t) = Bu(t). Pertanto,

z(t, zo, u(-)) = e (xo + /Ot e ™A Bu(r)dr) . (4.3)

Come abbiamo gia osservato nell’Appendice B (paragrafo B.11), la (4.3) si decompone come la
somma di

31
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z(t, zg,0) = ey (4.4)
che si dice anche la soluzione libera (o non forzata) del sistema, in quanto corrisponde all’ingresso

u=0,ela

z(t,0,u(-)) = /0 t e DABu(T)dr (4.5)

che rappresenta la soluzione corrispondente allo stesso ingresso ma con stato iniziale nullo.
La Proposizione 2.1 ha un analogo in questo contesto.

Proposizione 4.1 Per ogni coppia di numeri reali t,s € [0,400), per ogni ingresso ammissibile
u(t), per ogni stato iniziale xg, si ha

(0, 20, u(-)) = zo

x(t + s, z0,u(-)) = x(t,x(s, zo, u(-)),w(-))
dove si € posto w(t) = u(t + s).

Introduciamo adesso alcuni importanti concetti di natura geometrica relativi ai sistemi della
forma (4.1), con vincoli sugli ingressi definiti da un insieme U C R™.

Definizione 4.1 Siano xo,x1 € R™. Si dice che x1 ¢é raggiungibile da xo al tempo T > 0 (o anche
che xq é trasferibile in x1 al tempo T ) se esiste un ingresso ammissibile u(-) : [0,T] — U tale che

x1 = (T, zo,u(-)) . (4.6)

Se si fissa xg, linsieme dei punti raggiungibili da xo al tempo T si indica con R(T,xq,U) e si
chiama insieme raggiungibile.

Si possono considerare altri tipi di insiemi raggiungibili, a seconda delle esigenze; per esempio

R([O,T],SU(),U) = UQStSTR(t,l‘o,U) e R(l’o,U) = UtZ()R(t,wo,U) .
Analogamente si puo parlare di insiemi trasferibili: per esempio, si indica talvolta con C(T, z1,U)
I'insieme dei punti zp per i quali esiste un ingresso ammissibile u(-) : [0,7] — U per cui vale la
(4.6).
Definizione 4.2 Un sistema della forma (4.1), con insieme di vincoli U, si dice:
e accessibile da xy al tempo T quando f{(T, xo,U) # 0;

e Jocalmente controllabile da x¢ al tempo T quando xg € ﬁ(T, x0,U);

e localmente controllabile lungo la soluzione libera da xq al tempo T se ¢(T, x,0) € ﬁ(T, zo,U);

7
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e globalmente controllabile da xo al tempo T se R(T,xo,U) = R";

e globalmente controllabile al tempo T se R(T,xo,U) = R™ qualunque sia xg.

Si possono naturalmente definire concetti analoghi con riferimento agli altri tipi di insiemi
raggiungibili, o ai corrispondenti tipi di insiemi trasferibili.

Esempio 4.1 Si consideri un processo scalare di tipo lineare

T =x+ u, z,u € R,

con vincoli sulle funzioni di controllo |u(t)| < ug, dove ug € RT ¢ assegnato. Risolvendo I’equazione,
per t > 0 si ha

t
x(t) = elxg —I—/ e u(s)ds
0

e quindi
¢ t
e'zg — / e Dugds < x(t) < etag _|_/ ey ds
0 0
cioe
el (zo — up) + up < x(t) < (x4 ug) — ug
e infine

etz — (' — Dug < 2(t) < elxg + (ef — Dug .
Chiaramente, il sistema & accessibile e localmente controllabile lungo la soluzione libera, qua-
lunque siano g e ug (tenere presente che per t > 0, et — 1 > 0).

Se —ug < zp < up, per ogni t si ha xy € f{(t,xo,U) = (e'(wo — uo) + o, €' (o + up) — uo).
Dunque il sistema e anche localmente controllabile a xq. Inoltre, xg — ug < 0 < zg + ug e quindi
R(zg,U) = R. Se invece xg > ug allora R(zg, U) ¢ la semiretta [z(, +00). Il sistema non ¢ localmente
controllabile. Analogamente per xg < —uyg.

Rimuovendo i vincoli sull’ingresso (ammettendo cioé come ingressi tutte le funzioni continue a
tratti a valori in R™) si ottiene un esempio di sistema globalmente controllabile.

Le affermazioni elencate nella seguente proposizione discendono facilmente dalle definizioni date.
Proposizione 4.2 Un sistema della forma (4.1), con insieme di vincoli U :

(i) & accessibile da xo al tempo T se e solo se é accessibile dall’origine al tempo T';

(ii) e controllabile da xo al tempo T lungo la soluzione libera se e solo se é controllabile dall’origine

al tempo T lungo la soluzione libera ovvero, se e solo se 0 € IO{(T, 0,U);

(iii) € globalmente controllabile da xqy al tempo T se e solo se ¢ globalmente controllabile dall’origine
al tempo T.
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4.2 Linearita dell’operatore ingresso-uscita

I risultati di questo paragrafo sono fondamentali per caratterizzare le principali proprieta dei sistemi
lineari privi di vincoli sui valori degli ingressi.

Teorema 4.1 Sia dato il sistema lineare (4.1). Qualunque siano a,b (=00 < a < b < +00),
Uapplicazione che associa ad ogni u(-) € C(a,b,R™) la funzione

t
£ a(t,0,u(-) = / =DABu(r) dr € C(a,b,R") (4.7)
e lineare.

Dimostrazione La verifica segue immediatamente dalle ben note proprieta di linearita dell'integrale. Se
up,us € Ca,b,R™) e «, 8 € R, anche auy + fus € C(a,b,R™) e

¢ ¢ ¢
/ e AB(auy (1) + Bua(r)) dr = a/ e DABu, (1) dr + ﬂ/ e ABuy (1) dr .

a a

Fissiamo ora T' > 0. La (4.7) si puo reinterpretare come un’applicazione A che associa ad ogni
funzione u(-) € C(0,7,R™) '’elemento di R"

T
2= Au(-) = 2(T, 0, u()) = /0 e T-ABy(7)dr € R" . (4.8)

Corollario 4.1 L’applicazione A : é(O, T,R™) — R" ¢ lineare.

Siamo ora in grado di dimostrare la Proposizione 1.4. Dalla (4.3), per ogni ingresso ammissibile
u(t) : [0,4+00) — R™ e ogni stato iniziale g, si deduce infatti una rappresentazione per la funzione
di uscita del sistema (4.1)

y(t, xo,u(-)) = Cx(t, xo,u(-)) = Cet (g + /Ot e ™A Bu(r)dr) . (4.9)

Ovviamente, y(0, o, u(-)) = Cxg €

y(t, o, u(-)) = y(t,20,0) + y(t, 0,u(-)) . (4.10)

Dimostrazione della Proposizione 1.4 Per il Teorema 4.1, 'applicazione che associa ad ogni u(:) €
C(0,T,R™) la funzione z(t,0,u(-)) & lineare. Quindi anche I'applicazione che associa ad u(-) la funzione
y(t,0,u(-)) = Cx(t,0,u(-)) & lineare. D’altra parte pure ’applicazione che associa xq alla funzione y(¢, zq, 0) =
Ce!zq ¢ lineare. Per concludere, basta tener presente la (4.10) e osservare che se f1 : Vi = W, fo : Vo — W

sono applicazioni lineari, allora f; + fo : Vi x Vo — W & un’applicazione lineare.
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4.3 Controllabilita in assenza di vincoli

Le proprieta di controllabilita del sistema (4.1) consistono in certe relazioni che il sistema induce
tra le variabili di ingresso e le variabili di stato. Come vedremo, esse dipendono solo dalle matrici A
e B, e non coinvolgono le variabili di uscita. In questo paragrafo ci interesseremo al caso di sistemi
senza vincoli sulle variabili in ingresso.

Ricordando la definizione (4.8) dell’operatore A, si ottiene facilmente il seguente enunciato.

Corollario 4.2 Per ogni fissato T > 0, l'insieme R(T,0,R™) coincide con l'immagine dell’ope-
ratore A ed ¢ quindi un sottospazio vettoriale di R™. L’insieme R(T, xo, R™), per ogni x¢ # 0, si
ottiene traslando R(T,0,R"™) mediante il vettore v = T4z, ed & quindi una sottovarietd lineare
di R™.

Segue poi dal Corollario 4.2 che in assenza di vincoli, il sistema (4.1) & accessibile da uno stato
qualunque se e solo se R(7,0,R™) = R", e quindi se e solo se ¢ globalmente controllabile al tempo
T.

4.3.1 Soluzione del problema della raggiungibilita

Il seguente teorema fornisce una prima condizione necessaria e sufficiente per la controllabilita
globale di un sistema lineare senza vincoli sui controlli.

Teorema 4.2 [l sistema (4.1) con U = R™ ¢ globalmente controllabile al tempo T > 0 se e solo
se la matrice

T
I(T) = / e A BBte " ds
0

e non singolare.

Dimostrazione Prima facciamo vedere che se I'(T") ¢ non singolare, allora per ogni coppia di stati zg,z1 €
R™ esiste un controllo u(t) per cui vale la (4.6): in cio consiste infatti la proprieta da provare. Si ponga

u(s) = —BteT= AT 1(T)[eTAz) — 2] (4.11)
e si calcoli
T
T2y + / eT=94By(s)ds = (4.12)
0
T t
= Tz — / eT=9ABBteT=94" gs | T7Y(T) [T Amy — 2] = (4.13)
0
= T2 —T(T) T[Tz — 21] (4.14)
4.15

(nell’integrale si & applicata la sostituzione o = T' — s). In definitiva,

T
e —|—/ eT=94Bu(s)ds =z, .
0



36

Per quanto riguarda il viceversa, serve qualche premessa. E chiaro che I'(T") & simmetrica, e che la forma
quadratica

T
ETT)E = [ |IBre el s (4.16)
0
¢, in generale, semidefinita positiva. Supponiamo ora che I'(T") sia singolare: esistera allora un punto g € R"
(o # 0) tale che 8T (T")xo = 0.

Tenendo conto di (4.16), si dovrebbe avere Bte*SAt:UO = 0 identicamente per ogni s € [0, T]. L’ipotesi di
controllabilita globale implica che partendo da x( si possa raggiungere 1’origine al tempo T": ovvero,

T
eT Ay = —/ e T=94Bu(s) ds (4.17)
0

per qualche ingresso ammissibile u(¢). Dalla (4.17) segue

T
o = —/ e *ABu(s) ds
0

e quindi

T T
||zo||? = xfxo = 7938/0 e *ABu(s)ds = 7/0 ut(s)Bte*SAtaco ds=10

mentre xg era stato scelto diverso da zero. L’asserto € cosl provato per assurdo.

Osservazione 4.1 La (4.11) fornisce una risposta (teorica) al problema di determinare il controllo
che permette di trasferire il sistema dallo stato xg allo stato xy.

4.3.2 Matrice di controllabilita

Il criterio offerto dal Teorema 4.2 ci sara utile nei successivi sviluppi teorici, ma ¢ chiaramente di
scarsa utilita pratica. Il criterio che andiamo a dimostrare in questa sezione costituisce, da questo
punto di vista, un risultato migliore, perche puo essere verificato eseguendo semplici calcoli algebrici
a partire dalle matrici A e B che definiscono il sistema.

Teorema 4.3 Per il sistema (4.1) Uinsieme R(T,0,R™) ¢ indipendente da T. Si ha infatti, per
ogni T' > 0,

R(T,0,R™) = span {b,...,5"™ Ab!,..., Ab™; ;A1 an—tym ) (4.18)
dove b', ..., b™ sono le colonne di B.

Dimostrazione Poiché entrambi i membri della (4.18) sono sottospazi di R™, ¢ sufficiente far vedere che
i rispettivi spazi ortogonali coincidono. Sia p # 0 un vettore ortogonale a R(T,0,R™). Sia cioe, per ogni
controllo ammissibile,

0= (u, /0 eT=1ABy(r) dr) :/0 (e T=DABu(7)) dr = /0 (p,®* Bu(T — 0)) df . (4.19)

Tenendo conto della (4.19), dimostriamo che
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(, e’ Bu) = 0 V8 e (0,T) e YueR™. (4.20)
Infatti, in caso contrario, esisterebbero € (0,7) e @ € R™ tali che (y, eéABﬂ> =+ 0 (per fissare le idee,
diciamo (y, e?4Bt) > 0). Per il principio della permanenza del segno, esisterebbe allora un § > 0 tale che
(0 —6,0+0) C (0,T) e la funzione
0 — (u,e”" Bu)

si manterrebbe positiva per § —§ < 6 < 0 + 6. Posto 7 = T — 0, potremmo dunque definire

_Ju per T—0<T<TH+9I 191
u(7) { 0 altrimenti . (4.21)
Allora,
0 altrimenti .
Dunque,
T 0+5
/ (1, PABu(T — 0)) d — / (1, PABTY dO > 0
0 0—6

in contraddizione con la (4.19). Dunque la (4.20) & vera. Passando al limite per § — 07, si ottiene

(u,Buy=0 VYueR™.

1 0
0 :
Scegliendo successivamentew = [ . | ,...,u= | * |, quest’ultima mostra che y & ortogonale a bl,...b™.
0 1
Inoltre, derivando la (4.20) rispetto a 6, si ha
(1, e? ABu) =0 VY9¢€ (0,T) e YuecR™
da cui, per § — 07, segue
(u, ABu) =0 .
Ragionando come prima, si vede allora che y & ortogonale ai vettori Ab!, ..., Ab™. Non resta adesso che

iterare il procedimento, finché non si giunge alla conclusione.

Viceversa, sia y ortogonale a

bt 0™ AR, LA™, AT AT

Per ogni u € R™, risulta allora

(, Bu) = ... = (u, A" ' Bu) =0 .
Inoltre,
n—1 9t Al O pi A n—1 i X g
(s " Bu) = (. Y —=Bu) + (.Y ——Bu) = Y _ = {p, A'Bu) + Y _ = {, A'Bu)
i=0 : i=n i=0 i=n

I termini della prima sommatoria sono tutti nulli, ma anche quelli della seconda lo sono in quanto, per il
Teorema di Cayley-Hamilton, per ogni i > n, il vettore A*Bu ¢ combinazione lineare degli A*Bu con i < n.
In conclusione, (i, e’ Bu) =0, V0 € [0,T] e Vu € R™. Ma allora anche
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T
<N>/ eT=DABu(r)dr) = 0
0

qualunque sia v € C([0,T],R™) e il teorema & provato.

Definizione 4.3 Quando il sistema (4.1) é globalmente controllabile con U = R™ per qualche (e
quindi per ogni) T' > 0 si dice anche che é completamente controllabile.

Corollario 4.3 Il sistema (4.1) é completamente controllabile se e solo se

rank [B|AB|...|A" 'B] =n (4.23)

dove [B|AB|...|A" "' B] indica la matrice con n righe e n-m colonne che si ottiene scrivendo una
accanto all’altra, nell’ordine, le colonne delle matrici B, AB, ... , A" 'B.

La matrice [B|AB|...|A" 1 B] prende anche il nome di matrice di controllabilita o matrice di
Kalman del sistema (4.1).

4.3.3 11 criterio di Hautus

Soffermiamoci ancora sulla questione della completa controllabilita del sistema (4.1) per presentare
un criterio alternativo a quello fornito dal Corollario 4.3.

Teorema 4.4 (criterio di Hautus) Il sistema (4.1) é completamente controllabile se e solo se
vAieC, rank [A — MI|B] =n . (4.24)

Prima di procedere alla dimostrazione, osserviamo che la (4.24) & certamente verificata se A non
¢ un autovalore di A. Ricordiamo inoltre che un sottospazio V' di R" si dice invariante per A se
AV C V.

Lemma 4.1 Se V' é un sottospazio invariante per A, allora esiste un autovettore v # 0 di A
contenuto in V.

Dimostrazione Sia ¢ = dimV e sia vq,...,v, una base di R", tale che i suoi primi ¢ vettori vi,...,vq
costituiscano una base di V. Con riferimento a questa base, la matrice A deve assumere la forma

A A

in forza dell’ipotesi di invarianza. L’operatore da V' in V definito dalla matrice A1; avra un autovettore della
forma ajv; + ...+ agpvr = w € V corrispondente a qualche autovalore A. Non e difficile verificare che w &
anche un autovettore di A corrispondente a .

1
Dimostrazione del Teorema 4.4 Dimostriamo ora che la (4.23) implica la (4.24). Supponiamo, per as-

surdo, che per qualche A € C, le righe della matrice [A — AI|B] (che sono in numero di n) possano essere
linearmente dipendenti. Esisterebbe un vettore n € C™ (n # 0) tale che
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ntA = At e n'B =
In particolare, la funzione

A2t2
p(t) = Xt B = (Nn)'B = 1*B + Mn*B + ~—1'B + ...

sarebbe identicamente nulla. Si avrebbe cioe
p(0)=¢'(0)=¢"(0)=...=0.
Applicando il teorema di derivazione per serie e tenendo conto che
A =t = n*A% = \ptA = N2t ecc.
si ottiene, in definitiva,
n""B=n*AB=n*A’B=...=0.

Cid implica che le n righe della matrice [B|AB]| . ..|A"~!B] sono linearmente dipendenti, e dunque il suo
rango non e uguale ad n.

Facciamo infine vedere che la (4.24) implica la (4.23). Per il Teorema di Cayley-Hamilton, se la (4.23)
non valesse, allora le righe di tutte le matrici della forma A7B (5 = 0,1,...) apparterrebbero ad uno stesso
sott