C.11

Sviluppi di Taylor

Premettiamo il seguente risultato, che fornisce una proprieta interessante degli
sviluppi di Taylor. A tale scopo, osserviamo che se una funzione g & definita soltanto
in un punto x(, possiamo comunque definire il suo polinomio di Taylor di ordine
0 ponendo, in modo ovvio, Tgo 4, (z) = g(zo)-

Lemma C.11.1 Sia f derivabile n volte in xo. La derivata di ordine h, 0 < h < n,
del polinomio di Taylor di f di ordine n in xqy coincide con il polinomio di Taylor
di f™) di ordine n — h in xq, ovvero

DT fuo(2) = TP, | ().

—h,fr()
Dimostrazione. Ricordando I’'Esempio 6.30 i), si ha
k!

m(l’—xo)k_h Sehgk.

0 se h >k
D"(x — xo)* :{

Pertanto

DhTfn,IO(x) = i %Dh(;p — xo)k _ i M(m _ xo)k—h )
k=0 ' k=h :

Osserviamo ora che f)(zq) = fHE=h)(zq) = (f(h))(k_h)(xo), ossia la derivata
di ordine k£ di f puo essere ottenuta derivando k — h volte la derivata di ordine h
di f. Dunque, ponendo £ = k — h, si ha

m(F0)E ()

D",y o0 (z) = kZ:;L =] (x —x0)F "
n—h ¢ ¢(h)y®
= W(fv — @)’ = vas}i)h,:ro (). .

£=0
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Lemma C.11.2 Sia f derivabile n volte in xq. Allora
D"T f 0o (o) = fM(29),  Vh=0,...,n.

Dimostrazione. E sufficiente applicare il Lemma C.11.1 con x = x. ]

Pag. 234 «—— Dimostrazione dei Teoremi 7.1 e 7.2

Teorema 7.1 Sia f derivabile n volte in xqy, con n > 0. Allora, vale la formula
di Taylor
f(@) =T fnzy () +o((z —20)"), x— 0,

dove
T foaa) = 3 13O o) — )"
k=0
= f(xo) + ['(wo) (@ — 20) + ... + 5 ™ (wo)(z — mo)™.

Dimostrazione. Dobbiamo dimostrare che

L= lim f(@) = Tfnw (@)

T—To (gj — xo)n

=0.

Osserviamo che siamo in presenza di una forma di indeterminazione del tipo %;
al fine di applicare il Teorema di de 'Hopital 6.40 siamo indotti a considerare il

limite
T = @) @) F @) = Th L, @)

e—zo  n(x —xo)" ! a—wzo  n(x —xo)"!

)

(dove si ¢ utilizzato il Lemma C.11.1 con h = 1), le altre ipotesi essendo soddisfatte.
Per n > 1, si ha ancora una forma indeterminata %, quindi reiterando n — 1
volte quanto fatto sopra ci riduciamo a considerare il limite

e o R 1 B L O R Kl CO R KRICOICED)
T—T0o n(a: — IO) T—To n'(x - 1‘0)
(n=1)(p) — F(n=1)(,
Ly (D)) g,
I x—xg 0

per definizione di derivata m-sima in xy. Dunque l'applicazione reiterata del
Teorema di de I’'Hopital e giustificata e L = 0. O

Teorema 7.2 Sia f derivabile n volte in xg, con n > 0; inoltre, sia f derivabile
n + 1 volte in un intorno di xq, tranne eventualmente nel punto xq. Allora, vale
la formula di Taylor

1

(n + 1)!f(n+1)(i’)(l‘ — x)" ",

f(z) = T frzo (z) +
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per un opportuno T compreso tra Tg e .

Dimostrazione. Poniamo ¢(z) = f(z) — T fnz(z) € Y(z) = (2 — xo)" .
Osserviamo che, grazie al Lemma C.11.2, per h =0,...,n si ha
" (xz0) = 0;

inoltre si ha 9" (z9) = 0 e 1" (z) # 0 per ogni = # xo. Applicando il Teorema
di Cauchy C.8.1 alle funzioni ¢ e 1 nell’intervallo Iy di estremi zy e x, deduciamo
che esiste un punto z; € Iy tale che

o(r) @) —p(ro)  ¢'(z1)

U(@)  P() =)  ¥(z1)’

Applicando nuovamente tale procedimento alle funzioni ¢’(z) e ¢’(x) nell’intervallo
I, di estremi zg e x1 si trova un punto xo € I; C I tale che

¢'(x1) @) —¢'(wo) _ ¢"(x2)
W) P(xn) = (wo) Y (w2)

Reiterando, si determina un punto z,4+1 € Iy tale che

o)
P(x) D) (2 11)
Notando che ™tV (z) = () e ™+t (z) = (n + 1)!, si ottiene la tesi
ponendo T = Ty 41. O

Formula di Taylor con il resto integrale

Il resto della formula di Taylor puo essere espresso, oltre che nelle forme di Peano
e di Lagrange, anche nella cosidetta forma integrale. Tale espressione, a costo di
una ipotesi piu forte sulla funzione f, risulta piu precisa delle precedenti.

Teorema C.11.3 Sia n > 0 un intero arbitrario. Per ogni funzione f derivabile
n+ 1 wvolte in un intorno di zy con derivata f™*) i continua, vale la relazione

F0) = Tfoay(@) = o [ " (0 (@ — 1) di

ol
n: o

Dimostrazione. Procediamo per induzione su n. Se n = 0, la formula si riduce
all’identita

@)= fGao) = [ "y,

stabilita nel Corollario 9.42.
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Supponiamo vero I’enunciato per n e verifichiamolo per n+ 1. Si ha, integrando
per parti e usando l'ipotesi induttiva,

vl IR ICITR

O +1 D! [ﬂ"*”(t)(x - +(n+1) / FOEI @) (@ — )" de
(n+1) (4 @

- L e [ - o
(n+1) (5

- _JC(T(D?)(QC —20)" ! + f(@) = Tfnao (@)

= f(@) =T fut1m(7). H



