Analisi Matematica I Calcolo integrale

Esercizi svolti

1. Si consideri la funzione

flz) =v4—22

a) Verificare che la funzione F'(z) = $v/4 — 2%+ 2arcsin § ¢ una primitiva di
(x) sull’intervallo (—2,2).
)

b) Verificare che la funzione G(z) = £v/4 — 2% + 2arcsin £ — % ¢ la primitiva
di f(z) sull'intervallo (—2,2) che passa per P= (1, @)

2. Verificare che le funzioni
1
F(x)=sin’x+7 e G(z)=— 5 cos(2z) — 11

sono due primitive di una stessa funzione f(z) su R; trovare f(x) e dire di
quale costante differiscono F'(z) e G(x).

3. Usando le tabelle degli integrali elementari, calcolare i seguenti integrali inde-
finiti:

a)/de

5[4

b)/\/ﬁdx

3e”
dz d) /1+62x dz
1 1
e ——— dx f /7
) /x\/l—long ) z(log x)?/3

9) /xex2 dz h) /tanx dz

i) / ! dz J) /7.TCOS(3.T2 —5) dx

sin 2x

wlut

dx

k) /Cosxv sinx dz E) /m dx

4. Calcolare per parti i seguenti integrali:

a) /a:sinx dz b) /Qxex dz ¢) /log(1+x) dz
d) /2:1:10g(x—5) dz e) /xlog2(5x) de 1) /(:B+1)2(:osx dz
g) /23: arctanz dx h) /e““~ sinz dz i) /\/1 — 22 dx
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5. Calcolare i seguenti integrali di funzioni razionali:

2 _
a)/%—wdx b)/&dx

r—5 22 — 6z + 8
3z 9z + 8
d d d
°) /x3—1 * )/x3+2x2+x+2 *
2 =3+ +3 2 —x+1
) [ N[ e

6. Calcolare i seguenti integrali, usando le opportune sostituzioni:

e’ sinh x
@) / e?r — 3e* 4 2 dz b) / coshx + 1 dr
vVe—1 1
c) / Zrve— dz d) / - dz
z—5 V2x(¥2x + 1)

e)/mdx f)/mdx

g)/\/ﬁdx h)/%dx

1+ tanx)?

. cost — 3 . ] 1
i) — sinx dx J) . dz
sin“z —cos®z + 1 4sinz + 3cosx
7. Calcolare i seguenti integrali definiti:

TR 2
2) / x—1 e ) /log(2x+1) s
0 0

2?2 —4 (22 +1)?

16 t_g
\fidt
9 t—3Vt+2

V3
c) d) / 4|x — 1| arctanz dz
0

8. Calcolare le seguenti aree:

a) Area delimitata dall’asse della x, per = € [1,4], e dal grafico della funzione

b) Area della regione piana R compresa tra I'asse x e il grafico della funzione

2
T+
se0<z<m,
f(z) = 6
sinx sem <ax<2rm.
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10.

11.

12.

c) Area della regione R del piano xy compresa tra la curva di equazione
y = —e” e la retta passante per i punti A = (1,—e) e B = (0,—1).

d) Area della parte di piano compresa tra il grafico della funzione
f(2) = (& — 1) log(a? + 4)

e l'asse delle z, per = € [0, 1].

e) Area della parte di piano compresa tra il grafico della funzione

er — 62x

@ =T

e 'asse delle z, per x € [log %, log \/5}

. Sia

f(x):{|x‘ se —1<r<1,

16—2% se 1<z<3.
a) Calcolare la media integrale p di f sull'intervallo [—1, 3].
b) Dire se esiste un punto ¢ € [—1, 3] per cui f(c) = u.
Data la funzione
h(z) = rlog(z® + 1)
a) trovare tutte le primitive di h;

b) trovare la primitiva di h(x) che passa per P = (1,log?2).

Trovare la primitiva della funzione

f(z) = xsinx + cos®

che si annulla per z = 3.

Sia
V|| se <1,
f(x) = 1
e se = > 1.

Determinare la primitiva generalizzata di f che si annulla per x = 0.
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13. Usando la definizione, calcolare i seguenti integrali impropri:

+o0 T
— dz
1 /(22 +5)?

b) / oo arctan;t de
0 1 +x

+oo 75/3
c) / (x?’ (8 + x4) + 21’6_’”) dz
0
+oo 1
d / —— dx
) /2 V 2.77(21’ —+ 1)

oo 92 + 8
e)/o (+2) a2+ 1) dr

14. Verificare la convergenza del seguente integrale improprio e calcolarne il valore:

a)

dx .

15. Calcolare

+oo
| e @
2 (Va2 + 3)"

per il piu piccolo valore di n € N per cui l'integrale converge.

16. a) Determinare tutti i valori di a, b € R per i quali converge 'integrale

400 1
—— —dx
/0 xa(4 + gx)bJrl

+o0 1
b) Calcol —— dx .
) Calcolare a1 97) x

17. Discutere la convergenza dei seguenti integrali impropri:

dx

/+°° |22 — 20— 3| —2* — 22— 3
a)
0

xa
> 1—3x
b / dx

(©2006 Politecnico di Torino 4




Analisi Matematica I Calcolo integrale

18. Determinare per quali valori del parametro o € R converge il seguente integrale
improprio e calcolarlo per @ = 0:

/3 [sin (z — 2)]® 4

2 —4

19. a) Dire per quali valori del parametro a € R converge 'integrale

+00 1
dz .
/a (x —2)+/|]z — 3|

b) Calcolare l'integrale precedente per a = 6.

20. Studiare la convergenza assoluta del seguente integrale improprio:
+oo ;
sin
/ L
0o x2+r+1

21. Discutere la convergenza dei seguenti integrali impropri:

) /01 log(1+ V) .

sin x

+oo T

dx
3 \/I2—3\/21L’+3

b)

22. Data la funzione
1 —-coszx

flw) = 2?log(1 + Jx)’

a) studiarne il comportamento nell’origine e determinarne la parte principale.

b) Studiare la convergenza dell’integrale improprio:

“+oo

f(z) dz .
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Svolgimento

1. a) Per provare che F(x) = $v4 — x? + 2arcsin § ¢ una primitiva di f(z) =
V4 — 22 sull'intervallo (—2,2) e sufficiente verificare che F'(x) = f(x), per
ogni x € (—2,2):

)y 1/2
F'(z) = \/ s N
(@) 224 —x2 \/1—:1:2
_ 2 2 1 —22 4+ 4
— \/ 4— g2+ =-Vid -2+ ——
2\/4—x2 Vi —az2 2 24 — 22

= VA4 VI = f().

b) Sicuramente G(z) ¢ una primitiva di f(x), in quanto differisce da F'(x) solo

per la costante — %. Verifichiamo che G(1) = i

o5

1 1 3
G(1) = 5vA— T+ 2arcsin 5 — z :§+2

T T
3 6 3

2. Le funzioni F(x) e G(z) sono entrambe derivabili su R; esse sono entrambe

primitive di una stessa funzione f(z) se si ha F'(z) = G'(z) = f(x), per ogni
x € R. Calcoliamo le derivate:

F'(x) =2sinxzcosz =sin(2z)  G'(z) = — % (—2) sin(2z) = sin(2x).

Dunque F'(z) = G'(z) = f(z) = sin(2x).

Essendo due primitive della stessa funzione sullo stesso intervallo, la loro
differenza deve essere costante; risulta

1
F(z)—G(z) = sin2:ﬂ+7+§cos(2x)+11

1 1
= sin2x+§(1—2sin2x)+18: 18+5 =5

3. Si ha
1 1 (22 + 5)%/?
/\/21’—1—5 dx 25/2(21’—1—5)1/2 dx 257( x?—)l—/Q) +c

(2z+5)3 +c

1

/\/ﬁ da 25/2:5-(:162—1-5)3/2 da
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1 (2% +5)71/2 1
= c=— +c
2 -1/2 22 +5
1
¢) / (842%)73 dx :Z/4x3(8+x4)_3 dz
1 (84 %) 3 1
:—724‘0:——37424‘0
4 -3 8 /(8 + x)

d) / 5 dz :3/672 dr = 3arctan(e”) + ¢

14 e2®

dz = arcsin(logz) + ¢

1
—— dx =
/x\/l—logZx V2 logx

TR VRN -
f) /W dx—/;(logx’) dx—TjLC—B logz + ¢

1 1
g) /xex2 de = 5/21’69”2 de = 56552 +c

h) /tana: dx :/smx dx :_/—smx dr = —log|cosz|+ ¢

COS ™ COS ™

1 1 1
/, dx:/i_ dx:—/i_ cos T dx
sin 2x 2sin x cos & 2 | sinxcos?x

1/ ! ! d 11 |t | +
- = r = —log|tanz| + ¢
2 | cos?x tanx 2 &

—e
~—

7 7
j) /71’ cos(3z> — 5) do = 5 /63: cos(3z® —5) do = 8 sin(32* — 5) + ¢

2
k) /cosx\/sinx de = /cosyc(sinyc)l/2 dr = g(sin$)3/2+c

. -
= sm X C
3

T 1 6z 1 9
2 /0052(33:2 +5) dr = 6 / cos?(3x2 +5) e = étan(?)x o) +e

4. Ricordiamo la regola di integrazione per parti:

[ 1@ g de = @) o)~ [ f0)-9

a) Scegliamo

{5955“7 da cui {gmz—ww
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Otteniamo:

/xsina: dz :—xcosx—/(—cosa:) dz = —xcosx +sinx + c.

b) Scegliamo

2 foerar = 2w [ ar)

= 2(—z-e"—e ") +c=-2¢"(x+1)+c

¢) In questo caso conviene vedere la funzione integranda log(l + x) come
prodotto della funzione costante 1 per la funzione log(1 + x) e scegliere

{ flw) =1 da cui { fla) =z 1

g(x) = log(1 + ) g'(x) =

Pertanto

/10g(1+a:) dz :xlog(l—i-x)—/ dz .

1+ 2

Per calcolare 'ultimo integrale, conviene prima eseguire un “trucco algebrico”,
e poi sfruttare la linearita dell’integrale; nel prossimo esercizio vedremo un
procedimento piu completo che tratta 'integrazione delle funzioni razionali.
Per ora, scriviamo:

T zr+1-1 14z 1 1

l+z 142 14z 142 1+

dunque

1
/1i$ dz :/ dz —/1+$ dz =z —log|l + 2| +c.

Tornando all’integrale di partenza, si ha:

/log(l—l—x) dz ==xlog(l+x) —x+log(l+z)+c.

L’ultima uguaglianza e giustificata dal fatto che la funzione integranda e
definita solo per x > —1.
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d) Risulta

2

dx

/23: log(z —5) do = 2*log(z — 5) — /
I‘ JR—
Anche in questo caso, manipoliamo 'ultima funzione razionale, effettuando la
divisione tra il monomio 2 e il polinomio x — 5; si ha
x? 25

= 5 .
r—95 v +x—5

Pertanto

2
/2x10g(x—5) de = x2log(x—5)—/(x+5+ > ) dz

T —9
22
= x210g(x—5)—?—5x—2510g\x—5\+c

La funzione integranda ¢ definita solo per x > 5; pertanto si avra |zt —>5| = x—5.
Dunque

2
/leog(x —5) dz = a2*log(z — 5) — % — 5z — 25log(z — 5) + c.

e) Risulta

/12(5)01 _ 2(5)—/’”—221 (52)-- d
rlog”(5z) dr = —-log*(5z 5 2log(5) ¢ do
2

— %log2(5x) —/xlog(5x).

Riapplicando nuovamente la formula di integrazione per parti all’'ultimo inte-
grale, ricaviamo

x? x? 1
/wlog2(5x) dr = ?log2(5x) — (?log(&%’) — 5/‘75 dx)

2 2 2

= % log?(5x) — % log(5z) + % +c.
£) Si ha
/(:U—|—1)200537 dz = (:U+1)251nx—/2(x+1)sinx dz

= (v+1)*sinz +2 [(x—i—l)cosx—/cosx dx]

= (z+1)*sinz +2(x + 1) cosx — 2sinx +c.
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g) Si ha
2 5 1
2varctanx dr = xz“arctanx — [ x dx
2+ 1
241 -1
= z?arctanz — / L dx
2 +1
9 1
= g arctanz — 1— dx
1422
= z?arctanz — x + arctanx + ¢
h) Si ha

/e"sinx dez = e“”sinx—/e"cosx dx

= e'sinx — (excosxjt/exsinx dx).

Dunque
2/65” sine dz = e*sinx — e* cosx
da cui .
/e“‘ sinx de = E(e%inx —e"cosx) + c.
i) Risulta

—2x
V1—22 dz = :1:\/1—1’2—/357 dx
/ 241 — 22
—?+1-1
= :U\/l—:t?—/— dx
V1—a22

1
= .TVl—xQ—/\/l—.TQd.T +\/ﬁ d.fE

Dunque

2/\/1—352 dz =2v1 — 22 + arcsinz

da cui

1
/\/1—x2 dz zi(x\/l—xQ—i-arcsinx)—l—c.

Lo stesso integrale puo essere risolto per sostituzione (si veda 1'Esercizio 6).
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5. a) Procediamo dapprima con la divisione del polinomio a numeratore per il

polinomio a denominatore e troviamo

202 —3x + 7 42
=27+ :
r—>5 r—2>5

202 — 42
/—x 3+ 7 de = / 20+ 7+ dx
r—2>5 r—>5
42
= 2 7) d d
/(:zc+) x+/x_5 x

= 2°+Tx+42log|r — 5| + c.

Dunque

b) Poiché 2* — 62 + 8 = (z — 4)(x — 2), si ottiene:

3z —4 A N B Alr—2)+ B(r—4)
(r—4)(x—-2) z2—-4 -2  (z—4)(z—-2)
 (A+B)r—2A-4B
(x —4)(z —2)
Uguagliando i coefficienti dei polinomi a numeratore, si ottiene il sistema:
A+B=3 q ) A=1
94— 4B = —4 acu B=-1

In alternativa, per calcolare A e B, dall’'uguaglianza 3z —4 = A(x—2)+ B(x —
4), ponendo dapprima x = 2 si ricava B = —1 e ponendo x = 4, si ottiene
A =4. In ogni caso, si ha

3r —4 4 1

(z—Dz—-2) z-4 z-2

3r—4
/*"7 dz :/ 1 1w
2 — 6z + 8 r—4 x-—2

= 4dlog|z — 4| —log |z — 2| + c.

dunque

¢) Ricordando che 2* —1 = (z — 1)(z* + * + 1) e usando il metodo di
decomposizione in fratti semplici, possiamo scomporre la frazione da integrare
come

3x 3x A N Bx +C
3 —1 (z—D(2a2+x+1) x-1 22+x+1
(A+B)x?+(A-B+C)x+A-C

(x—1)(z?2+z+1)

(©2006 Politecnico di Torino 11



Analisi Matematica I Calcolo integrale

Uguagliando i numeratori della frazione iniziale e finale, si trova il sistema:

A+ B = 0 A = 1
A-B+C = 3 = B = -1 .
A-C = 0 C = 1

Quindi:
1 —1
/3I dx:/ dx—/xidx
3 —1 r—1 224+x+1

1 20 +1 3 1
=1 —1ll-=] ——— d — [ —d
og | | 2/x2+x+1 $+2/x2+x+1 .

1 3 1
= log|a:—1|—§log(;p2+x+1)+§/m dx .

Per risolvere 1'ultimo integrale, usiamo il metodo di “completamento dei qua-
drati”, allo scopo di ottenere il denominatore nella forma k[1 + (az + b)?]
(dove k, a,b sono costanti opportune da trovare):

ST 2+3_3 LA 1 3 (2] ?

2 4 4
3 1 3 1
R o
2 ) 2 +x+1 2 %{1_’_(2#1)}
V3

Pertanto

V3
2
3 7= 2 1
= 2—/¢2 dz = v/3arctan vt + c.
2 2041 V3
14 (2%

Riassumendo

3 1 2 1
/ . :log\x—l\—§log(x2+x+1)+\/garctan Tt + c.

3 —1 V3
d) Tl polinomio z3 + 222 + x + 2 ammette la radice = —2; dunque ¢ divisibile
per x + 2. Effettuando i calcoli si trova 2° 4+ 227 + x4+ 2 = (z + 2)(a® + 1).

Dunque

9z 4 8 9z + 8
de = do .
3+ 222+ 42 (x+2)(22+1)

Ricorriamo alla decomposizione in fratti semplici.

9z + 8 A Brx+C  Alx®+1)+ (Bx+C)(z+2)
(x+2)(2x2+1)  x+2 2241 (z+2) (22 +1)
(A+ B)a?+ 2B+ C)z+ A+2C

(x+2)(x2+1)
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Uguagliando i polinomi a numeratore della prima e dell’ultima frazione, si
ottiene il sistema:

A+B = 0 A = =2
2B+C = 9 — B = 2
A+2C = 8 c = 5
Pertanto:
-2 2
/ 9r + 8 d :/ n T+ 5 d
3+ 222+ +2 r+2 2241

-2 2z 5
— d d d
/x—l—Q x+/x2—|—1 $+/x2+1 o

= —2log|z + 2| +log(x* + 1) + 5arctanz + ¢
2
1
= logxi—i_Q+5arctanx+c.

(x +2)

e) Poiché il grado del polinomio al numeratore e superiore a quello del deno-
minatore, occorre preliminarmente procedere alla divisione dei due polinomi.

Si ottiene 5 g . )
o =’ — 3z +x—3+x2_1.
Pertanto
5 _ 3zt 3 2
/‘” xfjl”” dv = /(x3—3x2+$—3) dz +/x2f1 dz
4 2
= %—x3+%—3x+log|x2—l|+c.

f) Effettuando la necessaria divisione tra il polinomio a numeratore e quello a
denominatore, si ottiene

2 —x+1 »+r—1
_— - —
x4 + 12 x4 + 12

/x5—x+1d / 2 4r—1 q
T " dr = e — x
xt 4+ 22 xt 4+ 22
»4+r—1
— de — [E127 g
/‘” ! /x2(w2+1) !

Ricorriamo alla decomposizione in fratti semplici:

Dunque

:1:3+x—1_A B Cxz+D

22(2? 4 1) x+x2+$2+1‘
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Procedendo come sopra, si ottiene

A = 1

B = -1

Cc =0

D = 1

Dunque:

2 —x+1 x? 1 1 1
——dr = — - - — — d
/x4+x2 ’ 2 /(x x2+x2+1) ‘

1.2

1
= — —log|z| — — —arctanz + c.
2 x

6. a) L'integrale puo essere trasformato nell'integrale di una funzione razionale
effettuando la sostituzione e¢* =t, da cui x =logt e dxr = % dt . Pertanto

’3 t 1 1
[aomd = [ @ = [y @
e?r — 3e” + 2 t2—-3t+2t 2 —3t+2

1
- /(t—l)(t—2> ar-

Si tratta dell’integrale di una funzione razionale il cui denominatore e de-
composto in fattori irriducibili. Usiamo il metodo di decomposizione in fratti
semplici:

1 A B At-1)+B(t-2)
G—2(—-1 -2 i1 — (=-1Di-2

Ponendo dapprima ¢ = 2 e successivamente ¢ = 1, nell’'uguaglianza
1=A(t—-1)+ B(t—2),
si ottiene A =1 e B = —1. Pertanto
v 1 1
e — 3e* + 2 t—2 t-—1
= log|t —2|—logl|t —1|+¢
= logle® — 2| —log|e® — 1| +c.

b) Risulta

/7sinha: dz :/7: 2 dz :/—ex_ex dz .
coshz +1 et 4 e 4 T 4 2
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Effettuando, come sopra, la sostituzione e* =t, da cui z =logt e dox = % dt ,
si ottiene

inh t—1 1 -1 1
/78””3 dx:/ilt —dt:/i—dt
coshz + 1 t+1+21 t22+1+2t ¢t

=D+ [ -1
- /WEC“ —/mn a

Con il metodo di decomposizione in fratti semplici si ottiene:

t—1 A B Alt+1)+Bt

tt+1) ¢ M tt+1)

Ponendo ¢t = 0 e t = —1 nell'uguaglianza t — 1 = A(t + 1) + Bt, si ottiene
A= —1e B =2. Dunque

sinh = -1 2
—— dz = — +—— | dt =—log|t|+2log|t+1
/coshx—i—l ’ /(t +t+1) oglt] +2loglt + 1]+

= —logle*| +2logle” + 1|+ c=log(e" +1)* —z +c.

¢) L’integrale puo essere ricondotto ad un integrale di funzione razionale ope-
rando la sostituzione /x —1 =1t dacui 2 =1+¢t> e dor = 2tdt.

Pertanto
Vi —1 t+t+1 B+t +t
/“755@ _ R oy :Q/Ldt,
x—>5 2 —4 2 —4
Eseguendo la divisione tra polinomi si ottiene
P17+t gy 0ttd
t2—4 22— 4
Dunque:
vr—1 o5t +4
/Hix da :2/ VOIS IR T B
x—>5 (t—2)(t+2)
Decomponendo 1'ultima frazione in fratti semplici, si ha:
5t +4 A n B A(t+2)+ B(t—2)
(t—2)(t+2) t—2 t+2 2 —4 ‘

Ponendo ¢t = 2 e t = —2 nell’'uguaglianza 5t+4 = A(t+2)+ B(t—2), si ottiene
A:%eB:%. Dunque :

r+vr—1 71 3 1
/ﬁdx = 2/(t+1)dt +2/(§t_2+§t+2) dt

= t* 42t 4 Tlog|t — 2|+ 3log |t + 2| + ¢

= z—14+2Ve -1+ Tlog|vVe —1-2|+
+3log vz —1+2| +c.
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d) Per risolvere l'integrale, allo scopo di “eliminare i radicali ” si puo effettuare
la sostituzione 2z = t% da cui dz = 3t° dt; in tal modo si ha 2z = t3
e v2x = t%. Dunque:

/ ! a / EL VR / o
a = _— =
V2 (V2 +1) B2 +1) 2+1

1
= 3/(1_t2+1) dt =3t — 3arctant + ¢
= 3v2zr — 3arctan V2 + ¢

e) L’integrale e gia stato risolto precedentemente per parti; si pud anche ef-
fettuare la sostituzione = = sint, da cui e dx = cost dt . La funzione
r = sint non e iniettiva; pertanto, per poter effettuare la sostituzione inver-
sa, dobbiamo restringerci a un opportuno intervallo di integrazione; conviene
scegliere l'intervallo [— 5 g], in cui oltre a invertire la funzione x = sint,
trovando t = arcsinz, ¢ anche possibile ricavare v/1 — 22 = cost . Dunque

1 2t
/\/1—x2dx = /cos2tdt:/+%s() dt
1t—|—1 in(2t) + 1t+1 intcost+
= = — S1n C = — — SInt Ccos C
2 4 2 2

1 1
= 3 arcsinx+§x\/1 —x24c.

f) Conviene effettuare la sostituzione x = sinht, da cui si ricava dz =
cosht dt ; si ha inoltre /1 + 22 = cosht , tenendo conto che i due membri
dell'ultima uguaglianza sono funzioni sempre positive. Dunque

t —t\2
/\/1+x2 dz = /cosh% dt :/w dt

4
/ 1 1 ( 5 + ) +c

1 1 1 1
=7 sinh(2t)+§t+c: 5 sinh ¢ cosh t + §t—|—c

1 1
— 3 V14 22 + 3 settsinhx + c.

g) Conviene effettuare la sostituzione z = cosht, da cui si ricava dz =
sinht d¢ . Ponendoci su un opportuno intervallo di integrazione, possiamo
invertire la funzione x = cosh t; conviene scegliere I'intervallo [0, +00), in cui si

trova t = log(z++/x? — 1). Inoltre ¢ anche possibile ricavare v/z? — 1 = sinh ¢.
Dunque

/\/952—1 dz :/sinh2t dt :/(cosh2t—1) dt :/cosh2t dt —t.
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Sfruttando il risultato appena trovato sopra
1 1
/costh dt = 3 sinht cosh t + §t+c

si ha

/\/ﬁ—l de = —x\/x2 1+ 10g(x+x/x2 1)+

h) Allo scopo di trasformare U'integrale in quello di una funzione razionale
possiamo usare la sostituzione tanx = t, dacui x = arctant e dx = dt .

1+1t2
Quindi
2 2 1
—— dz = dt
/(1—|—tanx)2 ’ /(1+t)2 1+t

Ricorriamo alla decomposizione in fratti semplici.
2 A B Ct+D
102+ 14 (102 142
Procedendo come sopra, si ottiene

A=1, B=1, (C=-1, D=0.

Dunque:

2 1 t
— dr = — dt — dt — | —— dt
/(1—|—tanx)2 . /1+t +/(1—|—t)2 /1+t2

1 1
= logll+t|— —— —=log(1 +#*) +c

1+t 2
log |1 + tan z| ! L (1+tan®x) +
= lo anr| — —— — —lo an- ) + c.
& 1+tanz 2 &
i) Utilizziamo la sostituzione cosx =t, da cui sinz de = dt . Pertanto

/ cosx — 3 i q / t—3 Y / 33—t Gt
inx de = Y
sinz —cos3x + 1 1 -2 —t34+1 13+ t2 —2

I1 polinomio a denominatore ammette la radice t = 1 e si fattorizza in 3 +
—2=(t—1)(t*+2t+2) . Ricorrendo alla decomposizione in fratti semplei,
si trova

3—t 2 - 2t— 4
t—1)(2+2t+2) t—1 t2+2t+2

Dunque
3—1t 1 2 2t 4+ 11
/7@:_/ LI R
B3+t2—-2 5) t—1 2+2t+2

1 2t + 2 9
=z 210g\t—1\—/#dt —/7&
5 12+ 2t + 2 1+ (t+1)2

2 1 9
=z log |t — 1] — glog(t2 +2t+2)— 5 arctan(t + 1) + c.
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Infine

/ cose =3 sinz d 2lo |cosax — 1| +
inz doz == T —
sin?x — cos3x + 1 508

1 9
~z log(cos® z + 2 cosx + 2) — 5 arctan(cosx + 1) + c.

j) L'integrale puo essere ricondotto ad un integrale di funzione razionale me-
diante le formule di razionalizzazione delle funzioni trigonometriche, cioe ope-

rando la sostituzione tan g t, dacui xr=2arctant e dxr = dt ;
2 1+t
- . 2t 1— ¢t
si ha inoltre sinx = e cosx = . Pertanto
14+¢2 142
1 1 2
/4sinx+3cosx dr = /4 2t 112 1 4 ¢2 dt
14+¢2 + 31+1t2

- / 2 m—na/ ! at
) st+3—-32 Bt+1)(t—3)

Decomponendo 1'ultima frazione in fratti semplici, si ha:

1 A B A{t—3)+B3t+1)

Bi+r1(—3) 3+1 1-3 (3t +1)(t — 3)

Ponendo t = 3 e t = —3 nell'uguaglianza 1 = A(t — 3) + B(3t + 1), si ottiene
A:—%eB:%Dunque

/ 1 d 2/ 3 1 n 1 1
r = — T
4sinx + 3cosx 10 3t +1 10t -3

1 1
= glog\3t+1|— 510g|t—3\+c
1 ‘3tan§+1

——
5 08

+e.
tang—?,' ‘

7. a) Per calcolare un integrale definito occorre dapprima calcolare una primitiva
della funzione integranda. Cerchiamo dunque una primitiva della funzione

x —_—
PR Usiamo il metodo di decomposizione delle funzioni
x R—

razionali in fratti semplici, ottenendo:

razionale f(x) =

r—1 A B Alx+2)+ B(r—2)

@—2)@+2) -2 142 @r2@-2)
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Ponendo x = 2 e x = —2 nell'uguaglianza = — 1 = A(x + 2) + B(x — 2), si
ottiene a = i e B= %. Dunque

[f(;@é+§%%)(u -

|: 1
1 3 1 3
= —logl+ -log3 — —log2— —log2
4 4
3
4

1 3
Zlog|x—2|+zlog\a:+2| )

4 4
log 3 — log 2.

b) Utilizziamo dapprima la sostituzione 2z + 1 = u e dunque dz = 3 du ,
e in seguito applichiamo la formula di integrazione per parti; otteniamo:

log(2z + 1) 1 [logu 1 1 / -1
o ) - - = (—Zloou— | —
/ (2x 4+ 1)2 dz 2/ u? du 2 w Y u? du

1( 1 1)
= —(——logu— —) +ec
2 U U

/% dz =—m[1+10g<2f+1)]“'

Pertanto

Dunque l'integrale cercato vale:

/2log(2x+1) dr = _1{1—1—10g(2:)&—|—1)}2
o (2z+1)2 2 20 +1 0
B _1(1+10g5_1)_4—10g5
2 D 10

¢) Utilizziamo la sostituzione: v/t =y, e dunque t = y> dacui dt =2y dy .
Allora:

Vt—3 / y—3 / y? — 3y
YT dt = [ 2 oydy =2 27 g
2 —3Vit+t 2 — 3y + y? v y? — 3y +2 Y

2
- 2 1—-—= ) d
/( y2—3y+2) Y

=2y i [ oy

Usiamo il metodo di decomposizione delle funzioni razionali in fratti semplici:

1 A B Aly-2)+B(y—1)

W-Dw-2 y-1 y-2  (G-Dy-2
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che portaa A = —1e B = 1. Dunque:

= 2y+4logly — 1] —410g]y—2[ +c.
Applicando ora la sostituzione inversa, si ottiene:

t—3
\/_7 dt = 2\/Z+4log’\/i—1’—4log)\/g—2)+c
t—3Vt+2
t—1
vt ’—i—c.

Vi—2
Si puo infine ricavare il valore dell’integrale definito
i3 VTG —

o t—3Vt+2 V16 —

= 2+410g3—810g2.

= 2Vt +4log

dt = 216 + 4log |[~———

—2v/9—41lo “f

d) Dividiamo lintervallo di integrazione [0,v/3] nei due sottointervalli [0, 1]
e [1, \/5], in quanto la funzione |z — 1| assume in essi due espressioni diverse;
si ha dunque

V3 1 V3
/ 4|lx—1]arctanx doz = / 4(1—x) arctan x dz +/ 4(x—1)arctanx dz .
0 0 1

Possiamo ora utilizzare la formula di integrazione per parti per calcolare I'in-
tegrale indefinito:

x? x? 1
(x — 1)arctanx dez = | —= —x ) arctanz — ——z)——dx
2 2 1+ 22
x? 1 (2?22
= | ——a)arctanzx — = | — dx .
2 2 2 +1
Poiché il polinomio a denominatore nell'ultimo integrale non ha grado supe-

riore a quello a numeratore, procediamo con la divisione del numeratore per il
denominatore:

x? — 2z 2z + 1
- 1—
/x2+1 dz /( x2—|—1) da
1
—/dx—/2+1x /$2+1dx

= z —log(z® + 1) — arctanx + c.
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Dunque:
z? 1 )
(x—1)arctanx dz = 5 7 arctan T3 (z —log(1 + z*) — arctan ) +c.

Calcolando ora l'integrale definito, si ricava:

V3 22
/ 4|z — 1| arctanz dz = —4 {(; — x) arctan r+
0

] 1
-3 (x — log(1 + xQ) — arctan x)} +
0
x? 1 v
+4 {(5 — x) arctan xr — 5 (w —log(1 + 2?) — arctanx)
:4—2\/§+4(2—\/§)%.

1

8. a) Per x € [1,4], f(x) & senz’altro positiva (perché somma di quantita positive).
Dunque I'area A richiesta risulta essere:

A = /4f(w)dw—/4 i+1+i dx—/4 x*%+l+x*2 dz
) L VR L Z

4
r! 17
+ log |x| + —| = [2\/5+ log |z| — ;]

1

€2

1
2 1

1 11
= 4+10g4—1—2—10g1+1:Z+log4.

b) Tenendo conto che nell’intervallo (0, 7) la funzione f(x) & positiva, mentre,
tra e 2w, f(z) e negativa, 'area A della regione R & data da:

T .2 27 3 277
1
A = / T —/ sinz dx :—V——i-x—} — [~ cos z]>"
0 7r

6 6|3 21,
1[#% =2 I
= —|—4+— 1+1]=—+4+—+2
6[3+2]+[+] 18+12+
c) Si osservi che i punti A e B appartengono alla curva di equazione y = —e”.

Dunque sono i punti di intersezione tra la curva e la retta passante per A e
B. La retta r passante per i punti A= (1,—e) e B= (0, —1) ha equazione
y = (1 —e)z — 1. Notiamo inoltre che la funzione f(x) € sempre negativa, e
dunque la regione R e situata al di sotto dell’asse delle x; osserviamo infine
che la corda AB sta al di sotto del grafico della funzione f(z).
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Pertanto 'area A richiesta sara data da:

A = —(/01[(1—6)1’—1] do —/01(—690) da:)

= _/01[(1_€)I_1+6x] dz z—{ 5 -x2—x+e“ﬂ _3

d) Studiamo il segno di f in (0,1):

i) il fattore (z — 1) & negativo

ii) il fattore log(z? 4 4) & positivo, perché z? +4 > 1, Vz € R.

Dunque nell'intervallo (0,1) la funzione f(z) ¢ negativa. Pertanto 'area
richiesta e data da:

A:—/Olf(x) dz :—/Ol(x—l)log(xz—l—él) dz |

Risolviamo l'integrale indefinito, utilizzando il metodo di integrazione per

2 2+ 4

parti:
2 -1, (-1 %
(x—1)log(z*+4) dx = 5 log(z® +4) — R dz
-1 2 3 _ 2 2
_ Mlog(xzﬂ)_/u .

Per risolvere il rimanente integrale, dividiamo il polinomio al numeratore per
il denominatore, ottenendo:

2 —22% +x —3z + 8
/ 214 /{(x ) w2+4} ’
.TQ 3 21‘ 1
2 2/:1:2+4 v /x2+4 ’
2
3
— % — 9 — 5 log(z? 4 4) + 4arctang + c.
Quindi:
—1)2 2 3 '
A4 = (z ) 1Og($2+4)_$_+2$+_10g(a;2+4)—4arctan£
2 2 2 2],

1 3 1 1 3
= — [—5 +2+510g5—4arctan§ — élogll— 510g4]
3

3 1
= 2log4 — 510g5+4arctan§ ~ 3

(©2006 Politecnico di Torino 22



Analisi Matematica I Calcolo integrale

e) Studiamo dapprima il segno della funzione f. Poiché il denominatore ¢ una
quantita sempre positiva, e sufficiente studiare il segno del numeratore.

f)>0 &= € —e¥>0 = (1-e)>0 <= 1-€e">0
—= e'<1 = z<N0.
Dunque: f(x) >0perz <0; f(x) <0 perz>0.
Consideriamo ora l'intervallo <10g %, log \/5) = (— log v/3, log \/3) .

Per x € (— log v/3, O) la funzione e positiva. Dunque 'area compresa tra il
grafico di f e ’asse delle x e data da:

0
Ay :/bg\/ﬁf(x) dx

Invece, per x € (O, log \/g), la funzione e negativa, e I'area sara data da:

log v/3
a=- [ fa) da
0

Pertanto l'area richiesta sara la somma delle due aree:
0

log V3
A:A1+A2=/ f(a:)dx—/og f(z) dx .

7log\/§

Calcoliamo 'integrale indefinito:
et — €2x e 1 2621
de = —dr = | —————dz — - | ———d
/f(x) ! /1+62$ ! /1+(ew)2 ’ 2/1+e% !
1
= arctan(e®) — 3 log (1+€*) +c.
Calcoliamo ora gli integrali definiti:

1 1
A; = arctan(l) — 5 log(1 + 1) — arctan e 8V3 4 3 log (1 + 6—210g\/§>

T L2 tan —— + Slog (142 ) = = 4 Lipg 2

= — — —log2—arctan — + = lo — |l =—+-log=

1 lo8 r n\/g 5108 3 12293
1 1

Ay = —{arctanelog‘/g—§log <1+621°g‘/§)—arctan1+§10g2}
1 ™ 1 T 1

= —arct —log(1 — —=log2 = —— + = log 2.

arcan\/g—l—QOg( +3)+4 20g 12+20g

Dunque I'area richiesta e:

A:

N —

2 1 4
log2 +log = | = =log —.
(og +og3) 20g3
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9.

10.

a) Per definizione di media integrale

1 3
po= / f(z |z| dx +/(16—x2) dz
3—(-1) -1 1
237" 1
60— | | =6+ —.
< xdx+[6$ 3}1) 6+12

b) Poiché f(z) non & continua sull’intervallo [—1,3], non si puo utilizzare il
teorema della medla integrale per affermare 'esistenza di un punto ¢ con le
caratteristiche richieste. Controlliamo pertanto direttamente se p appartiene
all'immagine di f. Si verifica facilmente che Im (f) = [0,1) U [7, 15]. Dunque
w ¢Im(f) e non esiste nessun ¢ € [—1, 3] tale che f(c) =

| =

a) Le primitive di h(x) = x log(z?+1) si trovano risolvendo I'integrale indefinito
[ h(z) da

Per risolvere questo integrale, si puo applicare la formula di integrazione per

parti:
[ @) @) de = @) g0) - [ oot

Nel nostro caso scegliamo f(x) = log(z? + 1) e ¢’(z) = z. Si ottiene quindi:

x? 2 2
log(z> +1) dz= = = log(2? 1—/— d
/xog(x—l—) x 20g(:v+) 21
2 3
x ) x
= Elog(x +1)—/x2+1daj
2
x ) x
- ?log(x +1)—/(x—x2+1) dz
2 2
1
= %log(ﬁ%—l)—%+§log(x2+1)+c.

Dunque le primitive di A sono le funzioni:
2

2
1
F.(z) = % log(z* + 1) — % +3 log(z®> 4+ 1) +¢, c€R.

b) Tra tutte le funzioni F.(x) si deve trovare quella per cui F.(1) = log 2.

1 1 1 1
F.(1) = 5logZ— §+§log2—|—c:10g2_ §+C'
Dunque F,(1) = log?2 se e solo se ¢ = 1. Pertanto la primitiva cercata ¢ la
funzione
x? 1
F(z) = —log(x +) -5 +5 log(x +1)+ 5.
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11. Possiamo procedere come sopra, trovando tutte le primitive di f(x) e poi quella
che passa per P= (3,0).

In alternativa, possiamo sfruttare il teorema fondamentale del calcolo integrale;
la primitiva cercata e la funzione integrale

Fla) = / £(1) dt .
2
Scegliamo la seconda strada. Risolviamo prima l'integrale indefinito

/f(t) dt :/(tsint+0052t) dt .

Incominciamo con il separare l'integrale nella somma di due integrali, data
la linearita dell’operazione di integrazione. Eseguiamo il primo integrale per
parti, prendendo il fattore sint come fattore differenziale:

/tsint dt = t(—cost)—/(—cost)-l dt :—tcost+/cost dt

= —tcost+sint + h.

Per calcolare il secondo integrale possiamo usare l’identita trigonometrica

cos’t = W Allora:

1 1 1 1
2 — a4z 9 = - — 2
/costdt /(2+2cos t) dt 2/dt+2/costdt
1

t+ 2cos2t dt—lt—i—1 in2t +k
C= =— —s .
5 Ccos 5 4 Sin

1 1
2 2
Quindi:

T 5 . 1 L. ’
(tsint+cos’t) dt = —teost +sind 4 ot 4 7 sin 2t

jus

= —xcosx +sinx + 5 x+Zsin2x+

bsinz4 s x4 Ssin2r—1— %
= —XIXCOSXT S1n x — X — SIN 2T — — —.
27T A

12. Data la presenza del valore assoluto, distinguiamo le due funzioni che formano
la prima componente di f(z), sui due intervalli (—o0,0) e [0, 1), e riscriviamo

V= se v <0
fla) = \/51 se 0<z<1

m SGI'Z]_.
T
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Iniziamo a trovare tutte le primitive di ciascuna delle tre funzioni che com-
pongono f(z).

(_x)S/Z
Fi(x) = /\/—x dz :/(—x)1/2 de = — 3/2 +
2
= _gw/(—x)?’jtcl, se v < 0.
3/2
Fy(z) = /\/E dx :/(I)I/Q dz = (@) +a
3/2
2
= 5\/@%—02, se x € (0,1).
1 1 1 1 1/2
@) = /4+a:2 de _1/1+§ dr ‘E/W &
1 x
= §arctan§—|-03, sex > 1.

Le primitive generalizzate devono essere funzioni continue. Dunque deve essere

lim Fi(zx) = lim Fy(x) e lim Fy(z) = lim F3(x).

z—0— z—0t r—1— r—1+
Pertanto 5
cp=c e — 4+ ¢y = —arctan - + ¢
1 2 3 2 5 5 3
da cul
L 1 ; 1
c1=0¢C=2¢cC e c3 =c+ — — —arctan—.
1 2 3 3 5 5

Dunque tutte le primitive generalizzate di f(x) sono le funzioni

2
——V-23+c se <0

3
2

F.(z)= 5\/1’3—1—0 se 0<x<1
1 T 2 1 1
— — - — = — > 1.
2arctan2+c+3 2arctan2 se x>

Cerchiamo tra esse quella tale che F.(0) = 0, ovvero 0 = %03/ 2 4 ¢ . Siricava
¢ = 0. Pertanto la primitiva cercata ¢ la funzione

2
—5\/—553 se <0
2
F(z) = 5\/x3 se 0<z<1
1 ¢ x+2 1 ; 1 > 1
—arctan — + — — —arctan— se x .
2 2 3 2 2 -
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13. a) Per definizione di integrale improprio:

+o0
dr = lim

x t xr
—_— —— dz
1 /(1-2 + 5)3 t—>+<>0/1' /([E2 + 5)3

Calcoliamo 'integrale indefinito:

1
/#dx :—/233 (z* +5)°2 dx
V(22 +5)3 2
1 (2245)2 1
= 3 T te=——"= +c
2 -3 2+ 5
Dunque
—+o0 1 t
/ * dr = lim [— }
1 (22 4+ 5) t—+00 2 +5],
1 ( 1 N 1 ) 1
= lim [ — — ) = —
=0\ VI2+5 6/ V6
b) Risulta
/arctanx d (arct )(arct )y d 1 tan? 7 4
— dz = arctan z)(arctan = —arctan )
e arctan x x 2aca T+
Pertanto:
/ T arctan x ) tarctan x
———— dx = lim —— dx
0 1+ 22 t—too o 1+ x2

1 .. 9 72
= 3 tlgknoo (arctan t— 0) = 3

c) Calcoliamo l'integrale indefinito sfruttandone la linearita e la formula di
integrazione per parti:

/<x3(8+x "3 4 2ze” ) / (8 + )73 dx +2/xe‘“’ dz
1
4/4&5(8 )3dx+2/ ¢ dx

:i%—i—Q(—x-eI—/(—eI) dx)
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Calcoliamo ora l'integrale improprio:

t

+oo
/ <x3(8 + :1:4)’g + 21’6’5”) dr = lim (:1:3(8 + 374)’% + 21’6’5”> dz
0

t—to0 J
= lim. {—g% 3 (8+t4)2—2-et(t+1)+§&+2}
3 67
=5 t2=5
(Si ricordi che tginoo ett+1) = tginoo ! : L 0, in quanto il denominatore

ha ordine di infinito superiore al numeratore).

d) Per risolvere I'integrale indefinito, effettuiamo la sostituzione +2x =1 ,
dacui 2r =t?, einfine dx =t dt. Dunque:

1 1 1
—  dz = [t dt = [ —— dt
/\/2$(2x+1) /t(t2+1) /t2+1

= arctant + ¢ = arctan v2z + c.

Passiamo ora al calcolo dell’integrale improprio:

+o0 b

/ ! d li ! d

—— ar = 11m — aXx
12V 2I(2$ -+ 1) b—+o0 1/2 V 2$(2$ -+ 1)

= lim [arctan vV 21’}

b
b—+00 1

— lim [arctan V2b — arctan 1] = g - Z

b——400

m
4

e) Per calcolare l'integrale indefinito, dobbiamo risolvere un integrale di fun-
zione ragzionale, il cui denominatore ¢ gia scomposto nel prodotto di fattori

irriducibili.
Ricorriamo alla decomposizione in fratti semplici.

9z + 8 A Br+C Al@®+1)+ (Bx+C)(x+2)

(x+2)(22+1) z+2  22+1 (x+2)(x2+1)

Uguagliando i polinomi a numeratore della prima e dell’ultima frazione, si

ottiene
A=-2, B =2, C =5.

Pertanto:

/ 9z + 8 da _/ —2 +2x+5 du
(x+2)(z2+1) B r+2 2241
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Calcolo integrale

—2
T+ 2
—2
x4+ 2

/
/

dx

log(x® + 1)
Per il calcolo dell’integrale improprio :

/+°° 92 + 8
dx
B (x+2)(x2+1)

lim

lim
t——4o00

lim
t——4o00

14. Risulta

ﬂmdx

{ 41
log ———

10g1+5g+10g4:

2x +5

d
:1:2+1 .

dx—l—/

o
e

dx

2 +1 2 +1

—2log |z + 2| + log(z® + 1) + 5arctanx + ¢
—log(x +2)* 4+ 5arctanz + c.

¢ 9x + 8
t—+oo Jo (z+2)(z2+1)

{log

t

2+1
(z +2)

2

+ Sarctan x}
0

1
(t+2)? + Sarctant — log ﬂ

5%
log4 + —.
og4 + 5

[ | e

I due integrali impropri convergono entrambi, perché, per x — 0,

1 -1
Viglz =4)  4y/Ja]
Calcoliamo il primo integrale indefinito, con la sostituzione /—z =t , da cui
r=—t>, do =-2tdt :
/l——i———d /ﬂ——L——(zwdt 2/‘ dt
r = — =
V—z(x —4) t(—t2 —4) 2 +4
t _
= arctan 5 + ¢ = arctan +c

Calcoliamo il secondo integrale indefinito,

/mdx [

VT —2

% '\F+2

1 1 1
—/ ) dt ==log
t—2 t+2 2

con la sostituzione \/x = t:

dt =2 dt

1
/(t—2><t+2>
t—2
2

1

‘—i—c

[+
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Pertanto:

1
1
dr = lim

I /a 1
1/ zl(z —4) =0~ J_1 V/=x(x — 4)
. ! 1
i [ g
1

V- 1 1
= lim [ arctan @ _ arctan = + — lim | log- —log
a—0~ 2 2 2 b—0+ 3

de +

L tan »
= — — 10 — arctan —.
9 08 2

15. Per x — +o00 si ha
T 1

(/22 + 3)" ant
quindi I'integrale converge se n—1 > 1, cioe se n > 2. Pertanto il piu piccolo
valore di n € N per cui l'integrale converge ¢ n = 3. In tal caso:

T 1 1
—— dx :—/Qxx2—|—3_3/2dx =— ——+c
/(\/x2+3)3 2 ( ) 243

Dunque:

—+o00
= lim

€T b T
—— dx / —— dx
9 /(xQ i 3)3 b—too [y /(x2 +3)3
: ( 1 1 ) 1
= — lim — | = —.
botoo \WVB2+3  VT) VT

16. a) Per x — 07 si ha
1 1
o4+ 9x)btt  4btlge

quindi l'integrale converge in un intorno destro di x = 0 se a < 1.

Per £ — 400 si ha
1 1

2 (4 + 9z)ptl " Qutlgatbil

quindi l'integrale converge se a +b+1 > 1, cioe se b> —a.

Globalmente l'integrale converge per a < 1 e b > —a.

b) Si ha
+00 1 Fo0 |
—d = ——2tdt =2 li dt
/0 V(4 + 9z) ’ /0 t(4 + 9t2) b— oo o 449t
. 3t1° . 3 T
= 2 lim |=-arctan—| = - lim arctan — = —.
b—+o00 2 0 b—+o00 2 6
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17. a) Si ha

dx

xa

3 -9 “+oo —Ar —
0o \Z“ 3 e

/+oo |#? — 22 — 3| —2* — 22— 3
0

L’integrale

converge per « < 3 mentre 'integrale
T Ax —6
L)
3 e

Pertanto I'integrale assegnato converge per a € (2, 3).

converge per o« > 2.

b) Risulta

51 501 _
1— 3z dz :/ (1 —3z)(Vx +2) s
4 V=2 4 r—4

(1-32)(V3+2) | —d4

o —,- Poiché T'integrale improprio

Per x — 4 , si ha:

5

1

/ 1 dx diverge, anche I'integrale di partenza diverge.
4 T —

18. Per x — 27 si ha

e s 1
quindi l'integrale converge se o > 5

Per o« = 0 dobbiamo calcolare:

= lim

/2 7\/;7_4 dx HQ*/t 7\/;7_4 dx
— lim [M]j = lim (v/5 — V2 — 4) = /5.

t—21 t—21

19. a) Se a < 2, l'integrale diverge, data la presenza del fattore $—i2 Sea> 2,

I'integrale converge perché il fattore —/— non da problemi di integrazione
\/|z—3

|
impropria (al finito), mentre all’infinito la frazione integranda si comporta

1
come — e dunque converge.
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b) Per a = 6, mediante la sostituzione /x —3 =1t lintegrale diventa:

oo 1 e 2t e
dz = ———dt =2 —— dt
6 (r—2)yx—3 v (L+e)t vi 1+t

|
= 2 lim P
b—too [ /3 14 ¢2

— 2 lim (arctanb — arctan v/3) = g

b——+o0

dt

20. Dobbiamo studiare la convergenza dell’integrale improprio:

+o0 :
/ 2|smx\ de |
0 T +ax+1

Utilizziamo il criterio del confronto; osserviamo che

| sin x| 1
24+rx+1 " x2242+1

e che l'integrale improprio

oo 1 ! 1 oo 1
——dx = —— dz + —d
/0 ?+r+1 ‘ /0x2+x+1 . /1 ?+r+1 .

¢ convergente. Infatti, il primo addendo non ¢ un integrale improprio; quanto
al secondo addendo, per x — +o00

1 1

x2+x+1Nx2

+oo
e 'integrale improprio / — dx  converge.
.

Pertanto I'integrale assegnato converge assolutamente.

21. a) Nell'intervallo [0, 1] la funzione integranda f(z) = W presenta solo

una singolarita in z = 0. Per capire il comportamento di f(x) in z = 0,
utilizziamo le seguenti equivalenze, valide per x — 07:

log(1 1
log(l++vVz)~+vz e sinrx~1r = MN_'
sin \/5

1

Poiché l'integrale improprio / T dxr  converge, per il criterio del con-
0 VT

fronto asintotico converge anche il nostro integrale (si osservi che, per = €

[0,1], sinz > 0 e dunque f(z) > 0 e si puo applicare il criterio del confronto

asintotico).
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22.

x

Va2-3 2243
presenta singolarita, ed e positiva. Pertanto conta solo il suo comportamento

per x — +o00. Ora, per x — +0o0:

b) Nellintervallo [3,+00) la funzione integranda f(z) = non

x T 1
VaZ — 322+ 3 av2r V21
+oo 1
Poiché T'integrale improprio / T dr diverge, anche l'integrale di par-
3 x

tenza risulta divergente.

Per z — 0, si ha:

2
1—cosx~% e log(l+ v/z)~ /x

dunque
1 —cosx /2 1

22log(l + /z) 22z 29z’

Dunque, per z — 0, f(z) ha ordine di infinito %, e la sua parte principale &

37
la funzione g(z) = ﬁ .

Prima di studiare la convergenza dell’integrale improprio, osserviamo che, per
re€R,, f(z) >0. Inoltre:

x—0.

T 1 —cosz B 1—cosx
dr = dz +
o x?log(l+ /x) o 2?log(l+ ¥x)

T | —cosx
d v R, .
+é 22 log(1 + /) T, VBER

In base allo studio fatto in precedenza, possiamo affermare che il primo ad-
dendo converge, perché, per = — 0, f(z) ~ g(x) e l'integrale improprio

foﬁ g(x) dz & convergente.

Per studiare la convergenza del secondo integrale, utilizziamo il criterio del

confronto:
1—-cosx 2 2

< < —
22log(1+ Vx) — a?log(l + x) — x?’
per 3 abbastanza grande (deve essere 3 > (e — 1)® ). Poiché l'integrale
+o0o 1

improprio / — dx converge, anche il secondo integrale converge.
3 x

Pertanto l'integrale assegnato e convergente.
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